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Unitatea de învăţare – DETERMINANŢI

Determinant de ordinul unu


A = (a11) 
[image: image1.wmf]Î

 M1(C) atunci notăm 
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1 = | a11|  şi 
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1 = det(A) = a11 

Determinant de ordinul doi


A = 
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 M2 (C) atunci notăm 
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2 = det(A) = a11 a22 – a12 a21 

Determinant de ordinul trei


A = 
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 EMBED Equation.3 [image: image10.wmf]Î

 M3 (C) atunci  notăm
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[image: image13.wmf]D

3 = det(A) = a11 a22 a33 + a13 a21 a32 + a12 a23 a31 – a13 a22 a31 – a12 a21 a33 – a11 a23 a32 

Reguli de calcul pentru determinantul de ordinul trei

1.Regula lui Sarrus

– se copie prima şi a doua linie sub determinant

– se face suma produselor elementelor de pe diagonala principală şi, respectiv, de pe paralelele la aceasta

– se scad produsele elementelor de pe diagonala secundară şi, respectiv, de pe paralelele la aceasta

2.Regula triunghiului

– se face suma produselor elementelor de pe diagonala principală şi, respectiv, a elementelor considerate ca vârfuri ale triunghiurilor având fiecare o latură paralelă cu diagonala principală

– se scad produsele elementelor de pe diagonala secundară şi, respectiv, a elementelor considerate ca vârfuri de triunghi având o latură paralelă cu diagonala secundară

3.Regula minorilor

– se face suma produselor elementelor unei linii (coloane) cu complemenţii algebrici corespunzători

Definiţii: Dacă A = (aij) 
[image: image14.wmf]Î

 Mn (C), atunci:

1) numim minorul elementului aij, determinantul de ordin (n–1) care se obţine din determinantul lui A suprimând linia i şi coloana j; îl notăm dij 

2) numim complement algebric al elementului aij, numărul 
[image: image15.wmf]ij
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Obs: A = (aij) = 
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 EMBED Equation.3 [image: image17.wmf]Î

 M3 (C), atunci dezvoltările sunt:

după linia 1:
[image: image18.wmf]D

3 = a11 
[image: image19.wmf]d

11 +a12 
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12 +a13 
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13 sau după coloana 1:
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3 = a11 
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11 +a21 
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21 +a31 
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31 

după linia 2: 
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3 = a21 
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21 +a22 
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22 +a23 
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23 sau după coloana 2: 
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3 = a12 
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12 +a22 
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22 +a32 
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32
după linia 3: 
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3 = a31 
[image: image35.wmf]d

31 +a32 
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32 +a33 
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33 sau după coloana 3: 
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3 = a13 
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13 +a23 
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23 +a33 
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33
Proprietăţi ale determinanţilor

P1. Determinantul unei matrice pătratice coincide cu cel al matricei transpuse: det(A) = det( tA)

P2. Determinantul este nul dacă toate elementele unei linii (coloane) sunt nule

P3. Determinantul este nul dacă are două linii (coloane) identice

P4. Determinantul este nul dacă elementele a două linii (coloane) sunt proporţionale

P5. Determinantul este nul dacă o linie (coloană) este combinaţie liniară de celelalte linii (coloane)

P6. Determinantul se multiplică cu k dacă toate elementele unei linii (coloane) sunt înmulţite cu numărul k 

P7. Determinantul se înmulţeşte cu (–1) dacă permutăm între ele două linii (coloane)

P8. Determinantul nu se schimbă dacă adunăm la elementele unei linii (coloane) elementele altei linii (coloane) înmulţite eventual cu un acelaşi număr

P9. Determinantul produsului este egal cu produsul determinanţilor: det(A∙B) = det(A)∙det(B)

Exemple

1) Calculăm determinantul: 
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3) Calculăm determinantul 
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Rezolvare
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4) Rezolvăm ecuaţia: 
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Rezolvare:
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Tema pentru acasă

1) Calculaţi determinanţii:
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2)Rezolvaţi ecuaţiile:
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3)Calculaţi determinanţii folosind regula lui Sarrus.
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4)Rezolvaţi ecuaţiile:
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Unitatea de învăţare – MATRICE INVERSABILĂ

Fie A = (aij) 
[image: image74.wmf]Î

 Mn (C)


Definiţie: spunem că matricea A este inversabilă în  Mn (C) dacă există o matrice B
[image: image75.wmf]Î

 Mn (C) astfel încât

AB = BA = In 

Notăm B = A–1 şi numim pe A–1 matricea inversă

Teorema: A este inversabilă dacă şi numai dacă det(A)
[image: image76.wmf]¹
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Obs:

1) A inversabilă, atunci A–1 = 
[image: image77.wmf]A

det

1

A*, unde matricea A* se numeşte matricea adjunctă şi este matricea transpusă a complementelor algebrici ai elementelor lui A

2) A
[image: image78.wmf]Î

 Mn (Z) este inversabilă dacă şi numai dacă det(A) = 1 sau det(A) = –1

UNITATEA DE ÎNVÂŢARE 

ECUAŢII MATRICEALE

I. AX = B unde A
[image: image79.wmf]Î

 Mn (C) ,B
[image: image80.wmf]Î

 Mn,m (C)

Dacă A este inversabilă, atunci X = 
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 Mn,m (C)

II. XA = B unde
[image: image83.wmf]Î

 Mn (C) ,B
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 Mm,n (C)

Dacă A este inversabilă, atunci X = B(A–1 
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 Mm,n (C)

III. AXB = C unde A
[image: image86.wmf]Î

 Mn (C), B
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 Mm (C), C
[image: image88.wmf]Î

 Mn,m (C)

Dacă A şi B sunt inversabile, atunci X = A–1CB–1 

Exemple:
1) Determinăm matricea inversă pentru matricea următoare A = 
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Rezolvare: det (A)= 
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A–1 = 
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2) Rezolvăm ecuaţia matriceală:  A X = B, unde A = 
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Rezolvare: X = 
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A–1 = 
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Tema de acasă

1)Să se determine matricea inversă pentru următoarele matrice A = 
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2)Să se rezolve ecuaţia matriceală:  A X = B, unde A = 
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Unitatea de învăţare – APLICAŢII ALE ALGEBREI LINIARE ÎN GEOMETRIA ANALITICĂ

Ecuaţia dreptei determinată de două puncte

Ecuaţia dreptei determinată de două puncte A
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Condiția de coliniaritate a trei puncte

A
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ARIA UNUI TRIUNGHI 

A, B și C sunt necoliniare => aria triunghiului ABC este: A = 
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Exemplu: Se dau punctele A(2;3),B(–2;2),C(–1;5),D(1;6),E(–3;–1). Se cere:
a) Calculăm aria triunghiului ABC;

b) Verificăm dacă punctele B,C,E sunt coliniare;

c) Scriem ecuația dreptei AD.
Rezolvare: a)
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b) 
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c) AD:
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Obținem că AB este de ecuație: – 3x – 5y + 9 =0.

Tema de acasă:

1) Se dau punctele A(2;3),B(–2;2),C(–1;5),D(1;6),E(–3;–1).

a) Să se calculeze aria triunghiului ABC;

b) Să se calculeze aria patrulaterului ABCD;

c) Să se verifice dacă punctele B,C,E sunt coliniare;

d) Să se scrie ecuația dreptelor: AB, AC, BD și CE.
2) Se dau punctele An(n,n2), n
[image: image144.wmf]Î

N.

a) Să se calculeze aria triunghiului A0A1A2;

b) Să se demonstreze că aria 
[image: image145.wmf]D

AnAn+1An+2 nu depinde de n;

c) Să se determine valorile lui n pentru care punctele A0, A1, An sunt coliniare;

d) Să se arate că oricare trei puncte diferite Am, An, Ap sunt necoliniare.
ANALIZĂ MATEMATICĂ
Unitatea de învăţare – ASIMPTOTELE FUNCŢIILOR REALE

Fie funcția f : D
[image: image146.wmf]®
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Def. Funcția f admite asimptotă verticală – dreapta de ecuaţie x = a, dacă a
[image: image147.wmf]Î

R este punct de acumulare a lui D şi există cel puţin una dintre limitele laterale: 
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Teoremă: Dacă există cel puţin una dintre limitele laterale:
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[image: image159.wmf]¥
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[image: image160.wmf]Î

R este punct de acumulare a lui D, atunci funcția f admite asimptotă verticală – dreapta de ecuaţie x = a
Def. Funcția f admite asimptotă orizontală la (
[image: image161.wmf]¥
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) – dreapta de ecuaţie y = b, dacă 
[image: image162.wmf]¥
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 este punct de acumulare a lui D şi există:
[image: image163.wmf]¥
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f (x) = b
[image: image164.wmf]Î

R (finit)

Def. Funcția f admite asimptotă oblică la (
[image: image165.wmf]¥
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) – dreapta de ecuaţie y = mx + n, dacă 
[image: image166.wmf]¥
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 este punct acumulare a lui D şi există:
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 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf]x
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 = m
[image: image169.wmf]Î

R* (finit nenul) şi 
[image: image170.wmf]¥
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(f (x) – mx) = n
[image: image171.wmf]Î

R (finit).

Teoremă: Funcția f admite asimptotă oblică la ( dreapta de ecuaţie y = mx + n, dacă există și sunt finite limitele m=
[image: image172.wmf]¥
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 EMBED Equation.3  [image: image173.wmf]x
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[image: image174.wmf]Î

R* (finit nenul) şi n=
[image: image175.wmf]¥

±

®

x

lim

(f (x) – mx)  cu n
[image: image176.wmf]Î

R (finit).
Obs.: – Dacă o funcţie are asimptotă orizontală la 
[image: image177.wmf]¥

, atunci ea nu poate avea şi asimptotă oblică 
[image: image178.wmf]¥

. Analog la  –
[image: image179.wmf]¥


 – O funcţie poate avea asimptote diferite la (+
[image: image180.wmf]¥

) şi la (–
[image: image181.wmf]¥
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Exemple 1) Determine asimptotele verticale ale funcţiei f:R–{3}(R f(x)=
[image: image182.wmf]3
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Rezolvare: 
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Obținem că dreapta de ecuație x=3 este asimptotă orizontală.

2) Determinăm asimptota orizontală ale funcţiilor: 

a) f:R–{2}(R, f(x)= 
[image: image189.wmf]2

x
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 spre ( și b) g:R–{1}(R, g(x)= 
[image: image190.wmf]1
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Rezolvare: a) 
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(funcția g admite asimptotă orizontală spre  – ( dreapta de ecuație x=1.

3) Să se determine asimptotele oblice ale funcţiei f:R–{2}(R f(x)=
[image: image203.wmf]2
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Rezolvare: Funcția f admite asimptotă oblică la ( dreapta de ecuaţie y = mx + n, dacă există și sunt finite limitele m=
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[image: image208.wmf]Î

R (finit).
Calculăm m=
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Calculăm n=
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Obținem că dreapta de ecuaţie y = mx + n ( y = 1(x + 0 ( y =x  este asimptotă oblică spre (. 

Exerciţii 1) Să se determine asimptotele verticale ale funcţiilor: [image: image241.emf]
2) Să se determine asimptotele orizontale ale funcţiilor:

[image: image242.emf]
3) Să se determine asimptotele oblice ale funcţiilor:

[image: image243.emf]
Unitatea de învăţare – FUNCŢII CONTINUE

Continuitate punctuală

Definiţii: Funcţia f : D
[image: image244.wmf]®

R este continuă în punctul x0 , unde x0 
[image: image245.wmf]Î

D este punct acumulare al lui D, dacă 
[image: image246.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image247.wmf])
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f

lim

0

x
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®

 = f(x0); 

Puncte de discontinuitate

Se numeşte punct de discontinuitate al funcţiei f  – de speţa I, dacă f  nu este continuă în punctul x0 și dacă limitele laterale ale funcţiei în x0 există şi sunt finite.
Se numeşte punct de discontinuitate al funcţiei f  – de speţa II , dacă cel puţin o limită laterală în x0 nu există sau este infinită.
Continuitate pe un interval

Def. Funcţia f : D
[image: image248.wmf]®

R este continuă pe intervalul I din D, 

dacă este continuă în orice punct x0 
[image: image249.wmf]Î

 I. 

Observaţii:dacă x0 
[image: image250.wmf]Î

D este punct izolat se consideră că f  este continuă în punctul x0. 

Def. Funcția f  este continuă la stânga în x0 ( 
[image: image251.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf])
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 = f(x0)

Def. Funcția f  este continuă la dreapta în x0 ( 
[image: image253.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image254.wmf])
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 = f(x0)
Teoremă: Orice funcţie elementară este continuă pe domeniul ei maxim de definiţie.

Operaţii cu funcţii continue

Teoremă: Dacă f, g : D
[image: image255.wmf]®

R sunt funcții continue în punctul x0 , x0 
[image: image256.wmf]Î

D (pe I,  I
[image: image257.wmf]Ì

D), atunci

funcțiile f + g , c f, f ( g , 
[image: image258.wmf]g

f

sunt continue în punctul x0 (pe I).

Continuitatea funcţiilor compuse

Teoremă: Dacă g: E
[image: image259.wmf]®

D este continuă în punctul x0 , x0 
[image: image260.wmf]Î

E, (pe E) şi f : D
[image: image261.wmf]®

R este continuă în punctul g(x0) , g(x0) 
[image: image262.wmf]Î

D, (pe D), atunci f 
[image: image263.wmf]o

g este continuă în punctul x0 , (pe E).

Consecinţă: Dacă f , g: D
[image: image264.wmf]®

R continue, atunci | f |, min{ f , g }, max{ f , g }continue

Exerciţii rezolvate:

1) Studiem continuitatea funcţiei f :D
[image: image265.wmf]®

R în punctele specificate:

a) f (x) = 5x + 2, x0 
[image: image266.wmf]}
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pentru x0= – 1 ( 
[image: image267.wmf])
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f(x0) = f(–1)= 5((–1)+2= – 5 + 2 = – 3

Obținem că 
[image: image269.wmf])
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pentru x0= 2 ( 
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Obținem că 
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= f(x0) ( funcția f este funcție continuă în punctul x0= 2.

 b) f (x) = 
[image: image273.wmf]3
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Obținem că 
[image: image284.wmf])

x

(

f

lim

0

x

x

®

= f(x0) ( funcția f este funcție continuă în punctul x0= – 2.
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Obținem că 
[image: image294.wmf])
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= f(x0) ( funcția f este funcție continuă în punctul x0= 1.

c) f (x) = 
[image: image295.wmf]|
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Obținem că 
[image: image305.wmf])
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ld(x0)= 
[image: image310.wmf])

x

(

f

lim

0

0

x

x

x

x

>

®

=
[image: image311.wmf])

x

(

f

lim

1

x

1

x

>

®

=
[image: image312.wmf])

4

x

(

lim

2

1

x

1

x

+

>

®

= 
[image: image313.wmf]2
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Din aceste 3 relații obținem că ls(x0) = ld(x0) = f(x0) ( 

Funcția f este funcție continuă în punctul x0=1.

 e) f (x) =
[image: image315.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

-

Î

+

£

+

1

x

1

x

2

)

1

,

0

(

x

1

x

3

0

x

1

x

2

; Rezolvare:
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[image: image322.wmf]2
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f(x0)= 3(
[image: image323.wmf]2
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+4 = 3(0+1 = 0 + 1 = 1.

Din aceste 3 relații obținem că ls(x0) = ld(x0) = f(x0) ( 
Funcția f este funcție continuă în punctul x0=0.

Analog în punctul x0=1.

ls(x0)= 
[image: image324.wmf])
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[image: image327.wmf]2
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f(x0)= 2(1 – 1  = 2 - 1 =  1.
Din aceste 3 relații obținem că ls(x0) = ld(x0) 
[image: image331.wmf]¹

 f(x0) ( 
Funcția f NU este funcție continuă în punctul x0=1.

2) Determinăm parametrii reali a și b pentru care funcţiile f : R
[image: image332.wmf]®

R verifică cerinţele specificate:

a) f (x) =
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  și funcția f să fie continuă pe R.  Rezolvare:
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Tema de acasă: Exerciţii propuse:
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 funcția f să fie continuă pe R și f(–1) = f(1) ;
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