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Breviar Teoretic: Functia de gradul 11

Definitie: Functia de forma f : 3R — R, f(X) =ax® +bx+c,unde a=0 si a,b,c e R se numeste
functie de gradul doi.

Remarca:

1) Functia f(x) =ax®+bx+c,unde a=0 se numeste functie de gradul doi sau functie de gradul
al doilea sau functie patratica.

2) Functia f (x) = ax” +bx +c, unde a = 0 mai poate fi reprezentati in urmitoarele forme:

2
a) Tn forma canonica: f : R > R, f(X) = a-(x +2%J _A

b) in forma factorizati: f(x)=a-(x—x,JX—X,), daci A>0
Trasarea graficului functiei de gradul 1T
1) Daca a>0, atunci graficul reprezintd o parabola cu ramurile orientate in sus;

Dacid a<0, atunci graficul reprezintd o parabola cu ramurile orientate in jos.

A

2) Se determina varful parabolei, adica punctul V (—23; 3
a a

. . . . : : b
3) Se scrie ecuatia axei de simetrie a parabolei: X = %

a

4) Se determina punctele de intersectie ale parabolei cu axele de coordonate:

*CuaxaOy: x=0=y=a-0°+b-0+c=c = C(0; c)- punctul de intersectie al parabolei cu axa
Oy: PnOx ={C};

*CuaxaOx:y=0 = f(xX)=0= ax’*+bx+c=0.

Au loc 3 cazuri in dependenti de semnul lui A, unde A =b* —4ac:

I. Daca A <0, atunci parabola nu intersecteaza axa OX: PNOx=J;

. . - . b A
1. Daca A =0, atunci parabola intersecteaza axa Ox intr-un singur punct V (—2—; 0) — varful
a

1
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parabolei, care este situat pe axa Ox: PNOx ={V };
I11. Daca A >0, atunci parabola intersecteaza axa OX in doud puncte:

A(x,; 0) si B(X,; 0), unde X; si X, sunt solutiile ecuatiei ax’ +bx+c =0, adica zerourile functiei
patratice f.

5) Se traseaza graficul G, al functiei, care reprezinta o parabola P.(ex. Fig)
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Proprietiti ale functiei de gradul doi f(x) =ax* +bx+c,a=0

1) Domeniul (maxim) de definitie al functiei este D(f)=R.

2) Extremele si punctele de extrem ale functiei:

I. Daca a >0, atunci functia are un minim:

o " A

Valoarea minima a functiei este f_,, = 1
a

. . - b
Abscisa punctului de minim este x_.. = “oa
a

+ Véarful parabolei v(_zﬂ; _4A) este punctul de minim al functiei;
a a

Il. Daca a <0, atunci functia are un maxim:

o . A

Valoarea maxima a functiei este f, = Ia
a

. . . b
Abscisa punctului de maxim este X, = “oa
a

WY
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» Varful parabolei v(_zi; _45) este punctul de maxim al functiei.
a a

3) Multimea valorilor functiei (domeniul de valori al functiei) E(f):

I. Daca a> 0, atunci multimea valorilor functiei este g(f) = [_ 4A; + ooj X
a

’

I. Daca a <0, atunci multimea valorilor functiei este g(f) = (_ " _A} .
da

4) Monotonia functiei de gradul doi:

I. Daca a >0, atunci:

a) functia este strict descrescatoare pe intervalul (_ 0! — 2b j :
a

b) functia este strict crescitoare pe intervalul (_21; + ooj;
a

Il. Daca a <0, atunci:

a) functia este strict crescatoare pe intervalul (— 0] — 2£j ;

b) functia este strict descrescatoare pe intervalul (— 23; + oo);
a

5) Semnul functiei de gradul doi:

Cazul l A<0=x,X, ¢R

X — o0 + o0
ax® +bx+c Semn a
b
Cazulll A=0= 3, X, e R, X, =X, =——
2a
X — 0 X =X, + 00
ax® +bx+c Semn a 0 Semn a
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Cazul Il A>0=3x,,X, € R, X, #X,

X — 0 X, X, +00

ax’> +bx+c Semn a 0  Semn contrar a 0 Semn a

Exemple de aplicatii:

1. Se considera functia f : R — R, f(X) = x> —mx+m,m e R. Si se determine numirul real m astfel

incat minimul functiei sa fie egal cu 1.

Rezolvare:
A
f. = —— 2
"7 4a M A 2 M= 4= m?—Am+4=0

A=(-m)?-4.1.m=A=m’—-4m

=>(M-2)=0=>m-2=0=>m=2

2. Si se demonstreze ci parabola asociatd functiei f ;R — R, f(X) = X* —4x+4 este tangenti axei
Ox.

Rezolvare: Daca parabola este tangentd axei Ox atunci y,, = 0. Deci trebuie sa demonstram ca
A

-—=0.
4a
_A__(—4)2—4-1-4__16—16_0
da 2-1 2
Relatiile lui Viete
+ X __b
X+ X% a
C
Xl'XZZE

Formarea ecuatiei de gradul II cand cunoastem suma si produsul ridacinilor x> —S-x+P =0
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Aplicatii:

ECUATIA DE GRADUL al ll-lea

1. Rezolvati urmatoarele ecuatii cu forma incompleta dupa model:

ax? +bx=0. = x(ax+b)=0 —=x=0 sau ax+b=0. x, =0 si X, =——
a) x2+3x=0 d) 4x?-12x=0 g) —05x2+35x=0 ) x?-+Bx=0
b) x2-2x=0 e) 8x2+5x=0 h) —3x?-13x=0 k) 2x%-+6x=0
c) 3x2+9x=0 f) 15x2+3x=0 ) x%2+3/2x=0 ) +3x?+3x=0
2. Rezolvati urmatoarele ecuatii cu forma incompleta dupa model:
ax?+¢c=0. Sax’=—c =x*=-Y daci —E>O:>|x|= C g, =t S
a a a ' a
. C
a) x*-1=0 g) 5x*-45=0 m) —x?+3=0 N 5(x-3)°-125=0
b) x?>-36=0 h)y 4x?-196=0 n) (x+1-9=0 s) 3(x+3/-27=0
c) 64>2<2—81=0 i) 36X22—225=0 0) (2x-3)*-144=0 ) (x+3)*-49=0
d) 3x°-75=0 i) 16x°-1=0 2 2
Xx—-2)-100=0 —(x+2)"-36=0
&) x2+25=0 k) x*-25=0 P )2 W )2
) 4x’-9=0 ) x*+3=0 Q) (x+3) -49=0 V) —(x+2)"+36=0

3. Rezolvati urmatoarele ecuatii cu formula generala de rezolvare a ecuatiilor de gradul al ll-lea:

aX2

a)
b)

+bx+c=0. A=b?-4ac

daca A <0 = x;, ¢R

dacd A =0 :>X1=X2=—£
2a
dacd A >0 :xlzzﬂ
‘ 2a
x? -5x+6=0 c) 2x?-3x-2=0 e)
x?+x-12=0 d) x*-8x+15=0 f)

5

X?+x-6=0
X2 —4x—-21=0
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9)
h)
i)
)
k)
1)

X2 +2x—-24=0
x? +3x-10=0
3x?-x-2=0

3x?+4x-4=0
2x%2+7x+3=0
2x2+7x-4=0

4x% +5x—-6=0
2x% —9x+4=0
2x% —7x+3=0
X% —7x+2=0
2x? —5x—-12=0
6x%> +x—-2=0

s)
t)
u)

2x2 +3x-5=0
—3x?—x+2=0
—x>+x+6=0

4. Rezolvati ecuatiile:

3

a) (3x-8(x-2)=0 hy (2x—1 +(x+1)% = (2x +1)° +(x —2)? - 23
b) (2x-5)3x+7)=0 L 2x-1 3x+4
c) x(x-1[x-2)=0 ) T T X
d) (2x-5)3x-1)4x+1)=0 L ox=7 X
) =
e) (x+1) +(x+2) -2(x -3 =5x2 3X+12 x-3
) (x-3F +2(x-1)° =4x+3 K) ﬁzzx—s
(

9) (x—=2)*+(x+3f -25=(x-2)x+2)

INECUATIA DE GRADUL al ll-lea

1. Rezolvati in R urmatoarele inecuatii:

a. x*-5x+6<0 0. 2x*-7x+3>0
b. x*+x-12<0 p. 6Xx°—7x+2<0
c. 2x*-3x—-2<0 q. 2x*-5x-12<0
d. x*—-8x+15<0 r. —6x°+x+2>0
e. —x*+x+6<0 s. 2x*+3x-5<0
f. —x*—4x+21<0 t. —3x*—-x+2>0
g. X*+2x-24>0 u. —x*+x+6>0
h. x*+3x-10>0 v. —x?+3x>0

i. 3x*—x-2>0 w. x*—-36<0

j. —3x*+4x+4>0 x. 3x*-75<0

k. 2x*+7x+3>0 y. —4x*-12x>0.
I —2x* +7x+4>0 z. (x+3)-49<0
m. 4x*+5x—6>0

n. 2x*—9x+4>0
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2. Rezolvati in Z urmatoarele inecuatii:

a. x’-5x+6<0 k. —3x*—x+2>0
b. x*+x-12<0 l. —x*+Xx+6>0
c. 2x*-3x—-2<0 m. —x*+3x>0
d. x*-8x+15<0 n. x*-36<0
e. —3x°+4x+4>0 0. 3x*-75<0
f. —2X*+7x+4>0 p. —4x*-12x>0.
g. 6x*—7x+2<0 q. (x+3)-49<0
h. 2x?-5x—12<0 r. (x+3)°-49<0
i. —6x*+Xx+2>0
j. 2x*+3x-5<0
3. Rezolvati in N urmatoarele inecuatii:
i. —6X°+x+2>0

, j. 2x*+3x-5<0
a. x2—5x+6£0 K. —3x%—xX+2>0
b. X 2+x—12$0 I —x24+X+6>0
C. 2;( -3x-2<0 m. —x2+3x>0
d. x“—8x+15<0 n. x2—36<0
e. —3xz+4x+420 0. 32 _75<0
f. —22x +7x+4>0 . —4x2—12x>0.
g. 6x2—7x+2<0 q. (x+3)-49<0
h. 2x°-5x-12<0

X+3)" -=49<0
(x+3)°

-
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APLICATII TIP BACALAUREAT:

1. Sise determine m e Rastfel incat x> —(M—-3)x+m—-3>0,VxeR.

2. Si se determine m e R” astfel incat graficul functiei f : R — R, f(X) =mx* —x+1 si
contind punctul A(2,3).

3. Sase determine m € R stiind ca solutiile X, si X, ale ecuatiei

x? —(m? +3)x + 3 = 0 verificd egalitatea X, +X, +X,X, = 7.

4. Si se determine valorile reale ale parametrului m astfel incat ecuatia X* + mx+9 =0si
aditd doua solutii reale egale.

5. Si se arate cd solutiile X, si X, ale ecuatiei X* —Xx —1= 0 verifica relatia

2 2
X" X, =X X, +2.

6. Sa se determine valorile reale ale numarului m stiind ca valoarea minima a functiei
f iR >R, f(X)=x"—2mx +3meste egali cu 2.

7. Sa se determine valorile reale nenule ale lui m pentru care graficul functiei
f iR >N, (X) =mx> —(Mm+1)x+1 este tangent axei OX.

8. Sa se determine m e R stiind ca valoarea maxima a functiei f ;8 — R,

f (X) = —x* +2x —m+ 3este egali cu 10.
9. Sa se determine m € R stiind ca solutiile X, si X, ale ecuatiei

X® —mx+m+ 2 = 0 verifica egalitatea 2X,X, = X, + X,

N . . . 5 1 1
10. Stiind ci X, si X, sunt solutiile ecuatiei x* —2009x +1=0, si se calculeze — +—.
Xl X2

11. Sa se determine punctele de intersectie ale graficului functiei f : R — R,

f (x) = x* —1cu axele de coordonate.

12. Sa se determine valorile reale ale lui m pentru care graficul functiei f : R — R,

f(x) = x* —(m—1)x—m este tangent axei OX.

13. Sa se determine m € ‘R astfel incat minimul functiei f : R — R,

f(x) =x* —mx+msi fie egal cu 1.

14. Sa se arate ca varful parabolei asociate functiei f : R —> R, f(x)=x>—-2x+2are
coordonatele egale.
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15. Sa se formeze o ecuatie de gradul al II- lea, ale carei solutii X, si X, verifica relatiile

X, +X, =11
1,1 1.
X X, 30

16. Sa se arate ca oricare ar fi m € R, parabola asociata functiei f :98 — R, ,

f (X) = x> —mx+m? +1este situati deasupra axei OX.

17. S se arate cd solutiile X, si X, ale ecuatiei X* —(M+1)x+m=0,m e R, verifica

relatia X, +X, — X X, =1.

18. Sa se determine m € ‘R astfel incat minimul functiei f : R — R,

f (X) = x* + mx + 2si fie egal cu -2.
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Breviar Teoretic: Vectori

Vector = multimea segmentelor orientate echipolente cu un segment orientat dat

—>

Not. AB sau u, Vv etc.

Vectori egali: au aceeasi directie (dreptele suport sunt fie pe aceeasi dreapta, fie pe drepte paralele),
aceeasi lungime si acelasi sens.

— e —
Vectori opusi: au aceeasi directie, aceeasi lungime si sens opus. (AB =—BAsi AB+ BA = 0 unde

O este vectorul nul — originea coincide cu extremitatea)

Adunarea a doi vectori:

1. Requla triunghiului : ﬁ-ﬁ-gﬁ = AC

2. Regula paralelogramului: AB+ AC = AD , unde ABDC paralelogram

—_ —— —_ — _
Vectori coliniari: doi vectori AB, AC sunt coliniari daca 3k e Ra.i AB =k-AC ; daca AB, AC sunt
coliniari atunci si A, B, C sunt puncte coliniare.

Exemplu de aplicatie: 1. Se da figura:

A E B
O

H F

D G ¢

_ s > s — — — —

Sa se calculeze: AB+ AD ; AE+EH ;OG+ EB . AO+ FE

ﬁ+ﬁ = AC ('Regula paralelogramului); AE + EH = AH (Regula triunghiului);

_ s — ——  ——>

OG+ EB =0G+ GC = OC ( se cauta un vector egal cu EB care sa aiba originea fie in G, fie In O)

_— s — — >

AO+ FE = A0+ 0OA=0.

10
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2. Se considera triunghiul echilateral ABC cu O centrul cercului circumscris triunghiului. Aratati ca

_— —— — >

OA+0OB+0C =0.

Rezolvare: AABCechilateral = O este si centrul de greutate

Fie D € BC, D mijlocul segmentului BC = AD inaltime si mediand = OA = % DA. (1)
OB+ OC = OR (regula paralelogramului) = OBRC paralelogram = D= intersectia
diagonalelor= OR =20D. Cum Eﬁ = % AD = OR = %ﬁ (2

02— — —

= OA+0OB+0C —gDAJrgAD ——(DA+ AD) 0

Aplicatii:

1. Sa se calculeze AB+ BC+ CA, stiind ca A,B,C sunt varfurile unui triunghi.

— — >

2.Daca AB+2CB =0, sa se determine valoarea raportului Q_?: .

3. Fie AABC echilateral, Tnscris intr-un cerc de centru O. Si se calculeze AB+ AC—-3 A0 .

4. Tn triunghiul ABC punctele M, N, P sunt mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC. Si se
arate ca A—M)+ﬁ:m.

5. Triunghiul ABC are centrul de greutate G. Daca punctul M, este mijloacul segmentului BC,
sa se determine numarul real a astfel incat E = aﬁ :

6. Fie triunghiul echilateral MNP Tnscris intr-un cerc de centru O. cercului circumscris Sa se

demonstreze ca;: OM+ON+OP =0.

—_ = — —

7. Sa se demonstreze ca in patrulaterul MNPQ are loc relatia MN+ PQ = MQ+ PN .

8. Se considera patratul ABCD de centru O. Sa se calculeze OA+ OB+ OC+OD .
9. Se considera paralelogramul ABCD. Sa se demonstreze ca AC+ BD =2 AD .

11
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Breviar Teoretic: Elemente de trigonometrie

Cercul trigonometric

sin y

i v

Teorema fundamentali a trigonometriei: sin® x+cos® x =1, Vx € R

Exemplu de aplicatie:

.. .. .. 3 . b
Determinati COSXstiind ca Sinx=— si X e (O,E

Rezolvare:

2
sin2x+coszx:1:(gj +c052x:1:>c032x=1—23:>coszx:u:>coszx:E
:cosx:i‘/E:cosx:iidarXG 0z~ :>cosx=ﬂ
25 5 2 5

Valorile functiilor trigonometrice fundamentale:

Unghi 0° (0 rad) . T oo T T
Fct. trigo 30 (6) 45(4) 60(3) 90(2)
sin 0 1 Q ﬁ 1
Ccos 1 NG 7 1 5
2 ) 2

12
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: sin X T . COS X
De retinut: tgx = ——,X# = si ctgx=——,x#0
COS X 2 sin X

Reducerea la primul cadran:

a. - din cadranul 11 : sint =sin(z —t), cost =—cos(r —t), (te (g’”j)
) . . 3
b. - din cadranul 11l sint =—sin(t—z), cost=—coslt-7z), (te (ﬁ’7j)

c. - din cadranul IV sint=-sin(2r-t), cost=cos(2z-t), (te (%,27[])

Exemplu de aplicatie: Sa se calculeze sin120° + cos150°

Rezolvare:

§in120° = sin(180° ~120°) = sin 60° =§
c0s150° = —cos(180° ~150°) = —c0s30° = —@
=5sin120° + cos150° = ? - g =0

Formule de calcul pentru sume si sin x = cos(90° — X) cosX = sin(90° — X)

diferente:
1. cos(a—b)=cosacosb+sinasinb, cos(a+b)=cosacosb—sinasinb
2. sin(a—b)=sinacosb—-cosasinb, sin(a+b)=sinacosb+cosasinb

Particularizand, obtinem: sin 2x = 2sin XCOSX si C0S2X = COS* X —sin® X

Transformarea sumelor si diferentelor in produs:

1. sina-+sinb = 2sin aLercosa_b, sina—sinb = 2sin aL_bcosaﬁb
2 2 2 2
2. cosa+cosb:2003a;bcosa;b, cosa—cosh = —2sin agbsin a;b

13
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Aplicatii:

1. Si se demonstreze ci expresia (Sin X +C0SX)* — 2sin XCOS X este constanti.
2. Si se calculeze sin®130° +cos®50° .

5 NP 4 . g . : :
3. Sa se calculeze cosx, stiind ca sin x = T sl X este mdsura unui unghi ascutit.

4. Sa se calculeze sin135°.

. Sa se calculeze cos® 45° +sin®135°.

Sa se calculeze sin120°.

Sa se calculeze sin135°.

. Sa se calculeze sin170° —sin10°.

. Sa se calculeze c0s30° +c0s60° +c0s120° + cos150° .
10. Sa se calculeze (cos150° +c0s30°)(sin120° —sin60°) .

11. Sa se calculeze cos80° +co0s100°.

12. Si se calculeze sin®80° +sin?10°.
13. Si se calculeze tg®30° +ctg?45°.

14. Sa se calculeze c0s10° +c0s20° +c0s160° +cos170°.

15. Si se calculeze sin®150° +cos’ 30°.

16. S& se arate ca, pentru orice unghi ascutit X, este adevdratd egalitatea
sin x-cos(90° — x) +cos® (180" —x) =1

17. Sa se calculeze sin135° +tg45° —cos45°.

< . N 12 . 5 : . .
18. Sa se calculeze sin X, stiind ca COSX = & sl X este mdsura unui unghi ascutit.

14
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Breviar Teoretic: Aplicatii ale triconometriei in geometrie

Consider AABC,AB =c,AC=b,BC=a
1. Teorema cosinus (T. Pitagora generalizata):

b? +c?-a’
2bc

2

a’=b%+c®>—-2bc-cosA sau cosA=

2. Teorema sinusurilor:

a b ¢
sinA sinB sinC

= 2R, R- raza cercului circumscris triunghiului ABC

3. Aria unui triunghi:

Aunsc :w uA, = I, -1, -sin(<1,,1,)

2
Formula lui Heron : A, =/p(p-a)(p—b)(p—c) unde p = a+2+c

. 2
Avria triunghiului dreptunghic A, = 3 2C2 ; Aria triunghiului echilateral A, = E

Exemple de aplicatii:

1. Stiind ca triunghiul ABC are BC=10, AC=5 si AB = 513, si se calculeze COSA.

AC? + AB* -BC?  25+75-100
2AC - AB 2.5.5\3

Rezolvare: cosA = =0( deci m(< A)=90").
2. Sa se calculeze raza cerului circumscris AABC, stiind ca BC=4 si masura unghiului A este de 30°.

Rezolvare: ?—C:ZR:E:ZR:ZR-1:4:>R:4
sin A 1 2

N |

3. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind ca AC=10, BC=16 si m(< C) = 60"

160-§
Rezolvare: A, = AC-BCZZ-smC = A :10-16-25|n 60" _ 2 _ 4043

15
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Aplicatii:
1. Fie triunghiul ABC cu AB=4, AC =+/7 si BC =+/3. Si se calculeze cosB.

2. Fie triunghiul ABC cu AB=1, AC = 2si BC =+/5. Si se calculeze cosB.
3. Se considera triunghiul ABC cu AB=5, AC=6 si BC=7. Sa se calculeze cos A.
4. Se considera triunghiul ABC de arie egala cu 6, cu AB=3 si BC=8. S se calculeze sin B.

5. Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC stiind ca AB=2, BC=4 si m(< B) =60".

6. Sa se calculeze sinA, stiind ca in triunghiul ABC se cunosc AB=4, BC=2 si m(< C) =60".

7. Tn triunghiul ABC se cunosc AB=AC=6si BC = 6+/3. S se calculeze cosB.

8. Sa se calculeze raza cerului circumscris AABC, stiind ca AB=3 si masura unghiului C este

de 30°.
9. Sa se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC stiind ca AB=6, AC=10 si

m(< A) =60°".

10. Sa se calculeze raza cerului circumscris AABC, stiind ca BC=8 si m(< A) =45°.
11. Raza cerului circumscris AABC este 3 , iar BC=3. Sa se calculeze SinA.

12. n triunghiul MNP se cunosc MN=3, MP=5 si m(< M) =60". Si se calculeze lungimea
laturii NP.

13. Si se calculeze lungimea laturii AC a triunghiului ABC stiind ¢ BC=+/2,
m(< BAC) =30" si m(< ABC) =45".

14. Sa se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC stiind ca m(< A)=90",
m(< B)=30" si AB =44/3.

15. Sa se calculeze lungimea laturii AC a triunghiului ABC stiind ca m(< B)=45",
m(<C)=30" si AB=10.

16. Sa se determine masura unghiului A din triunghiul ascutitunghic ABC, stiind ca BC=6 si

raza cercului circumscris triunghiului este egald cu 24/3.
17. Triunghiul ABC are AB=3, AC =5,BC =7 .Sa se calculeze cos A

18. Sa se calculeze perimetrul AABC stiind ca AB =4, AC =3, m(—< A) =60°.
19. Triunghiul ABC are AB =5, AC =8,BC=7. Sa se calculeze m(< A).

20. Sa se calculeze raza cerului circumscris AABC, stiind ca AC=6 si m(< B) =30°.
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