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Capitolul III. Metode de numărare 
 

 

 

Breviar teoretic 

 

 

Formula de recurenţă pentru calculul numărului de combinări 

Pentru orice   cu        este adevărată egalitatea: 
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ELEMENTE DE COMBINATORICA 
 

 

1. Câte numere naturale de trei cifre distincte se pot forma cu elemente ale mulţimii {2,4,6,8} 

2. Câte numere naturale de patru cifre distincte se pot forma cu cifre din mulţimea {1,3,5,7,9} 

3. Să se rezolve ecuaţia 𝐶8 = 𝐶10,nc , n ≥ 10. 
𝑛 𝑛 

4. Să se arate că 𝐶3 > 𝐶15. 
17 17 

5. Să se determine    , x ≥ 2, astfel încât 𝐶2 + 𝐴2 = 30. 
𝑥 𝑥 

6. Să se calculeze 𝐶0 + 𝐶2 + 𝐶4 + ⋯ + 𝐶16. 
16 16 16 16 

7. Să se determine 𝑛 , n ≥ 2 , astfel încât      3𝐶1 + 2𝐶2 = 8. 
𝑛 𝑛 

8. Să se determine 𝑥 , x ≥ 3 ştiind că   𝐶𝑥−1 + 𝐶𝑥−3 ≤ 9. 
𝑥 𝑥−1 

9. Să se arate că 11 divide numărul    𝐶1 + 𝐶2 + ⋯ + 𝐶10. 
11 11 11 

10. Într-o clasă sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Să se determine în câte moduri se poate 

alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete şi 2 băieţi. 

 

PROBABILITATE 
 

Definitie. Pobabilitatea unui eveniment este egală cu raportul dintre numărul cazurilor favorabile 

(m) care realizează evenimentul și numărul cazurilor egal posibile(n). 

 

 

Aplicații 

 

1. Se consideră mulţimea A = {1,2,3,...,10} . Să se determine numărul submulţimilor cu trei elemente ale 
mulţimii A, care conţin elementul 1. 

 

2. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr ̅�̅��̅�  din mulţimea numerelor naturale de două 
cifre, să avem a ≠ b. 

 

3. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr din mulţimea numerelor naturale de două cifre, 
acesta să fie pătrat perfect. 

 

4. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr din mulţimea numerelor naturale de trei cifre, 
acesta să aibă exact două cifre egale. 
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𝑘 

 

 

5. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr ab din mulţimea numerelor naturale de două 
cifre, să avem a + b = 4 . 

 

6. Care este probabilitatea ca, alegând un număr k din mulţimea {0,1,2,...,7} , numărul   𝐶7 să fie 
prim. 

 

7. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr din mulţimea numerelor naturale de trei cifre, 
acesta să aibă toate cifrele pare. 

 

8. Să se determine probabilitatea ca, alegând un element din mulţimea {1,2,3,...,40} , numărul 

2𝑛+2 · 6𝑛 să fie pătrat perfect. 
 

9. Să se determine probabilitatea ca, alegând un număr din mulţimea {10,11,12,...,40} , suma cifrelor lui 
să fie divizibilă cu 3. 

 

10. Fie mulţimea M = {1,2,3,4,5,6} . Să se determine probabilitatea ca, alegând una dintre 
submulţimile mulţimii M , aceasta să aibă 2 elemente. 
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INDUCŢIE MATEMATICĂ ŞI ELEMENTE DE COMBINATORICĂ 
 

În matematică există două tipuri de raţionamente logice :  

- deductiv (dintr-o propoziţie cu caracter general se obţin propoziţii cu caracter particular ) 

-  inductiv  (dintr-o propoziţie cu caracter particular se obţin propoziţii cu caracter general) 

       Deoarece generalizările se obţin prin verificarea câtorva cazuri particulare, metoda se numeşte inducţie 

incompletă 

      Când se epuizează toate cazurile posibile  metoda se numeşte inducţie completă. 

 

Metoda inducţiei matematice: 

 

- PAS 1 (verificarea) – se verifică enunţul pentru un număr dat  

- PAS2 (demonstraţia)- se presupune propoziţia dată ca fiind adevărată şi dacă  kP  adevărat iar 

   1 kPkP  atunci  nP  adevărată 

 

Exerciții rezolvate 

 
Exercițiul 1 Utilizând metoda inducţiei matematice, să se arate că:  

 

 1 + (1+2) + (1+2+3) + ... + (1+2+3+...+n) =  

 

I)  Etapa de verificare: 

n=1  1 =  

            1 =  

            1 =  

            1 = 1 adevărat 

n=2  1 + (1+2) =  

            1 + 3 =  

            4 =  

II) Etapa de demonstraţie 

Presupunem că P(k):„1 + (1+2) + (1+2+3) + ... + (1+2+3+...+k)= ” este adevărată pentru orice 

număr natural nenul k şi demonstrăm că P(k+1):„1 + (1+2) + (1+2+3) + ... + (1+2+3+...+(k+1))= 

” este adevărată pentru orice număr natural nenul k. 

 

 1 + (1+2) + (1+2+3) + ... + (1+2+3+...+k)+(1+2+3+...+(k+1))= 

   =  + (1+2+3+...+(k+1))= 

   =  +  =   +    =  

 

Deci presupunerea făcută este adevărată   

1 + (1+2) + (1+2+3) + ... + (1+2+3+...+n) =  este adevărată pentru orice număr natural nenul n. 
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Exercițiul 2 

 

Utilizând metoda inducţiei matematice, să se arate că:  

 

 +  +  + ...+   =   este adevărată pentru orice număr natural nenul n. 

 

 

Aplicații 

 

1.) Folosind metoda inducţiei matematice, să se demontreze că pentru orice număr natural 

nenul n , sunt adevărate egalităţile: 

a.) 
 

2

1
...321




nn
n ; b.) 

  
6

121
...321 2222 


nnn

n ; 

  +  +  + ...+   =   

 

I) Etapa de verificare: 

                       n=1   =  

                                   =   adevărat 

                       n=2   +  

                                    +  =  

                                    +  =  

                                    =  

                                      adevărat 

 

I) Etapa de demonstraţie 

Presupunem că P(k):„  +  +  + ...+   =  ” este adevărată pentru orice număr natural 

nenul k şi demonstrăm că P(k+1):„  +  +  + ...+   = ” este adevărată pentru orice 

număr natural nenul k. 

 

 +  +  + ...+  +  =  

= +  = +  =  

=  =  =  =  =  

Deci presupunerea făcută este adevărată   
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c.) 
 

2

3333

2

1
...321 







 


nn
n ; d.)    

 
2

1
11...321

121222 


 nn
n

nn
. 

2.) Să se calculeze sumele următoare şi apoi să se demonstreze prin inducţie matematică 

formulele găsite: 

a.) !...!33!22!11 nn  ; b.) 
 !1

...
!4

3

!3

2

!2

1




n

n
; 

c.)      1!...122!2111!1 222  nnn . 

Indicaţie: nn  ...321!  

3.) Să se rezolve ecuaţiile: 

a.) 
 

   !2

!20

!32

!2






 n

n

n

n
; b.) 

   !2

!12

!4

!






 n

n

n

n
. 

4.) Să se rezolve inecuaţiile: 

a.) 
 
 

420
!32

!12






n

n
; b.) 

 
  

5000
34

!3






nn

n
; 

c.) 
 
 

360
!5

!3






n

n
; 2;  nn N  d.) 

 
1000

!

!2


n

n
; 2;  nn N  

5.) Să se calculeze: 

a.) 6

75

n

nn

A

AA 
; b.) 2

1



 
n

n

n

n

n

C

PA
; 

c.) 
1

1

1










n

kn

k

n

P

PA
;  d.) 

  2

1

3

2 





 n

n

n

n

An

A
;  

e.) 
1

1

2 2






k

kkn

P

PPA
; f.) kn

kn

kn

kn

kn

kn

A

AA











 12

; 

g.) 
1

1

1










k

kn

k

n

P

PA
; h.) 

1




k

kn

k

n

P

PA
. 

6.) Să se rezolve ecuaţiile: 

a.) 24

4 42



nnn

PPA ; b.) 
1

77

 nn AmA ; 

c.) 
11

2
182

nn
AP 


; d.) 1

1

1
90








nkn

k

n
PPA ; 

7.) Să se calculeze: 

a.) 
k

k

knk

k

kn

P

APC



; 

Caz particular: 4;5  kn . 

b.) 1

1

2

22










k

n

k

n

k

n

k

n

C

CCC
; 

Caz particular: 4;5  kn . 

8.) Să se calculeze 7

n
C , dacă 2

2020

 nn CC . 

9.) Să se rezolve ecuaţiile: 

a.) 
4

2

35



nn

CC ; b.) 
n

n

n

n
CC

12

1

2
53



  ; 

c.) 
1

12

1

2
713 



  n

n

n

n
CC ;  d.) ;124

2



nC

n
;  

e.) 421

3



nCn

n
; f.) 2

28

102

7
CC n

n
 ; 
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g.) 192

4

2

3

2

1


 nnn
CCC ; h.) 5532 321 

nnn
CCC ; 

i.) 
4

4

9

3
1930








n

n

n
AC .   

10.) Să se rezolve inecuaţiile: 

a.) 
5

2

7

2 nn
CC  ; b.) 

kk CC
19

1

19
 ; 

c.) 
kk CC

15

2

15
 ;  d.) 

4

2

35



nn

CC ;  

11.) Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

a.) 











1

1

23

25
y

x

y

x

y

x

y

x

CC

AA
; b.) 












13

2

3

2

13

2

3

2

89

8
x

y

x

y

x

y

x

y

CC

AA
; c.) 












3

2

2

2

3

2

2

2

83

8
y

x

y

x

y

x

y

x

CC

AA
. 

12.) Să se arate că: 

a.) 2
...

...

12

3

5

2

3

1

1

2

3

6

2

4

1

2 






n

n

n

n

CCCC

CCCC
; b.) 

n

n

n

n

n

CCCC

CCCC
2

...

...

12

3

5

2

3

1

1

2

3

6

2

4

1

2 






; 

c.) 
1

121
... 


 k

kn

k

kn

k

k

k

k

k

k
CCCCC . 

13.) Să se calculeze: 

a.) 
22

4

2

3

2

2
...

n
CCCC  ; b.)        2222

4

22

3

22

2
...

n
CCCC  . 

a.) termenul al optulea al dezvoltării  10
2 ax  ; 

b.) termenul din mijloc al dezvoltării 

14

3
1









 x

x
; 

c.) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltării  
13

4

1

2 






  ba . 

14.) Să se determine: 

a.) termenul din dezvoltarea  14

ax   care îl conţine pe 6x ; 

b.) termenul din dezvoltarea  15
3 23 2 yx   care îl conţine pe 2y ; 

c.) termenul din dezvoltarea 

17

4

3

3 2

1








 a

a
care nu conţine pe a ; 

d.) termenul din dezvoltarea 

20

3
















x

a
x  în care nu apare x . 

15.) Să se determine rangul termenului din dezvoltarea 

43

3
3 















x

y

y

x
 în care x  şi y  

au puteri egale. 

16.) Să se determine n , dacă coeficientul binomial al termenului de rang trei, al 

dezvoltării 

n

a

x

x

a








 , este egal cu 190 . 

17.) În dezvoltarea 

n

x
x 










3

1
9  suma coeficienţilor binomiali ai primilor trei termeni 

este 121. Să se găsească termenul în care nu apare x . 
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TEST DE EVALUARE 

INDUCŢIE MATEMATICĂ ŞI ELEMENTE DE COMBINATORICĂ 

 

 

SUBIECTUL I: Exersare – 70 puncte 

1.) (10 puncte) Să se arate că numărul 
!7!2

!9

!5!3

!8





X  este natural. 

2.) (10 puncte) Să se rezolve ecuaţia: 
 
 

30
!1

!1






n

n
; *Nn . 

3.) (10 puncte) Să se rezolve ecuaţia: 3;;20
3

23 


 nn
P

P
A N

n

n

n
. 

4.) (10 puncte) Să se dezvolte, după formula lui Newton, binomul la putere:  633 ba  . 

5.) (10 puncte) Să se determine termenul al cincilea al dezvoltării:  9yx  .   

6.) (10 puncte) Să se determine x , dacă termenul al treilea al dezvoltării  5lg xxx   este 
610 . 

7.) (10 puncte) Să se găsească rangul celui mai mare termen din dezvoltarea: 

100

3

2

3

1








 . 

  Indicaţie: Se rezolvă inecuaţiile: 1
1

2 




k

k

T

T
, respectiv 1

1

2 




k

k

T

T
.  

SUBIECTUL II: Sinteză – 20 puncte 

1.) (10 puncte) Folosind metoda inducţiei matematice, să se demonstreze că pentru orice 

număr natural nenul n , sunt este adevărată egalitatea: 

    16

1

116

1

444

1
...

612

1

128

1

84

1














 nnn
.   

2.) (10 puncte) Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 























n

k
y

k

n
xC

n

k
y

k

n
xC

k

n

k

n

1

1

1

1

1

.  

 

 NOTĂ: Toate subiectele sunt obligatorii. 

   Timp de lucru 50 minute. 

   Se acordă 10 puncte din oficiu. 
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Capitolul IV. Matematici financiare 

 
Procente 
Pentru a calcula p% dintr-un număr a se efectuează produsul: a*p% 

Dobândă simplă 

 
1)Numim dobândă simplă, dobânda calculată asupra sumei depuse pe toată perioada 

depunerii (notata cu D). Se numeşte procent (rata dobânzii) dobânda care se plăteşte pentru 

suma de 100 lei (100 unităţi monetare) pe timp de un an (se not. cu p). 

 

 

(S -suma iniţială depusă la bancă, t -durata contractului) 

Dobândă compusă 

2)O sumă de bani este depusa cu o dobândă compusă, la sfârşitul primei perioade a 

plasamentului, dobânda simplă generată de sumă este adăugată la suma iniţială, pentru a 

produce la rândul ei dobândă în perioada următoare (dobanda la dobanda). 

 

 
(Sf -suma după n ani, S0 -suma iniţială depusă la bancă, p- procentul dobânzii) 

TVA 

TVA (taxa pe valoarea adăugată) este un impozit preluat de stat la vanzarea bunurilor catre 

consumatorul final, stabilit şi perceput de stat, asupra valorii adăugate în fiecare stadiu al 

producţiei şi distribuţiei bunurilor materiale, sub formă de procent din preţul bunurilor. 

Se disting doua tipuri de calcul al TVA-ului (considerat 24%, dar se calculeaza asemanator pentru 
alte valori ale TVAului, inlocuind 24 cu valorile dorite) 

 La adaugarea la pretul unui produs luat de la producator, spre vanzarea catre cumparatorul 
final: 

, 
unde p este pretul producatorului, eventual cu alte adausuri. 

 Calculul TVA-ului unui produs la raft, deci care contine deja TVA:  
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Probleme rezolvate cu procente 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
Ce observați? Dați 
exemple și voi de astfel 
de egalități! 
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Probleme rezolvate cu dobândă simplă 
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Probleme rezolvate cu TVA 
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FIŞĂ DE LUCRU 
 

1.) După o reducere cu %20 , preţul unui produs este 320  lei. Să se determine preţul 

produsului înainte de reducere. 

 2.) O sumă de 1000  de lei a fost depusă la o bancă şi după un an s-a obţinut o dobândă 

de 80 lei. Să se calculeze rata dobânzii. 

 3.) După o reducere a preţului cu %15  un produs costă 510  lei. Să se calculeze preţul 

iniţial al produsului. 

 4.) Să se determine dobânda simplă generată de un capital de 40000 lei pe o perioadă 

de 5ani, dacă rata dobânzii este de %15 . 

 5.) Un produs se scumpeşte cu %20 . După un timp, produsul se ieftineşte cu %20 . 

Comparaţi preţul final cu cel iniţial. 

6.) Un produs se ieftineşte cu %10 . După un timp, produsul se scumpeşte cu %10 . 

Comparaţi preţul final cu cel iniţial. 

 7.) După două ieftiniri succesive cu acelaşi procent, preţul unui produs este acelaşi cu 

cel care s-ar fi obţinut în urma unei singure ieftiniri cu %36 . Care este procentul fiecăreia 

dintre cele două ieftiniri succesive ? 

 8.) Un produs se ieftineşte de două ori succesiv, prima dată cu %20  , iar a doua oară 

cu %10 , ajungând în final să coste 180  lei. 

a.) Determinaţi preţul iniţial al produsului. 

b.) Care este procentul total cu care s-a ieftinit produsul ? 

9.) Un împrumut de 50000  lei, luat pe 10 ani cu o dobândă de %10 , trebuie rambursat 

în rate anuale egale. Care este valoarea fiecărei rate ? 

10.) Aflaţi preţul cu care un client poate cumpăra un televizor, ştiind că TVA-ul 

reprezintă 114 lei din preţul acestuia. 

11.) O factură are o valoare de 250  lei la care se adaugă %19  TVA. 

a.) Determinaţi preţul întregii facturi (preţul iniţial al facturii la care se adaugă preţul 

TVA-ului). 

b.) Ce procent reprezintă suma adăugată ca TVA din suma totală ? 
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 12.) Suma de 50000 lei este depusă la o bancă, într-un depozit cu capitalizare, pe 

termen de 8  ani, dobânda anuală fiind de %8 . Ce sumă se va afla în depozit la sfârşitul celor 

8  ani ? 

 13.) Suma de 50000 lei este depusă la o bancă într-un depozit cu capitalizare, rata 

anuală a dobânzii fiind de %8 . Câţi ani trebuie menţinut depozitul, astfel încât valoarea lui 

să ajungă la 120000 lei ? 

 14.) Un profesor de matematică predă la două clase a X-a. Mediile obţinute de elevii 

celor două clase în primul semestru sunt următoarele: 

Media 4  5  6  7  8  9  10  

Nr. elevi (cls. a X-a A ) 0  1 3  6  9  6  5  

Nr. elevi (cls. a X-a A ) 2  3  4  8  8  3  2  

 a.) Trasaţi poligonul frecvenţelor pentru fiecare dintre cele două serii statistice. 

 b.) Calculaţi media fiecărei serii şi comparaţi cunoştinţele celor două clase la 

matematică. 

 c.) Calculaţi dispersia fiecărei serii şi stabiliţi care dintre cele douăcolective este 

mai omogen.  

 15.) În tabelul de mai jos este descrisă distribuţia angajaţilor dintr-o societate 

comercială, în funcţie de salariul (lei) pe care-l primesc: 

Salariul lunar  
i

x  Număr salariaţi  
i

n  Procent din totalul salariaţilor  
i

f  

 1000,750   5,19  

 1250,1000   25  

 1500,1250  120   

 2000,1500   21  

 5000,2000   5,4  

a.) Completaţi coloana frecvenţelor relative   
i

f  şi coloana frecvenţelor absolute  
i

n . 

b.) Reprezentaţi seria statistică printr-o histogramă, apoi trasaţi poligonul frecvenţelor. 

16.) Se consideră seria statistică descrisă prin următorul tabel: 

i
x  8  6  4  2  
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i
n  1 3  5  7  

 Calculaţi media aritmetică, media geometrică, media armonică şi media pătratică 

pentru seria dată şi comparaţi rezultatele obţinute. 

 17.) Un profesor de matematică predă la două clase a X-a. Meiile obţinute de elevii 

celor două clase în primul semestru sunt următoarele: 

Media 4  5  6  7  8  9  10  

Nr. elevi (cls. a X-a A ) 0  1 3  6  9  6  5  

Nr. elevi (cls. a X-a A ) 2  3  4  8  8  3  2  

 a.) Trasaţi poligonul frecvenţelor pentru fiecare dintre cele două serii statistice. 

 b.) Calculaţi media fiecărei serii şi comparaţi cunoştinţele celor două clase la 

matematică. 

 c.) Calculaţi dispersia fiecărei serii şi stabiliţi care dintre cele douăcolective este 

mai omogen.  

 18.) În tabelul de mai jos este prezentată populaţia unei provincii după cultul religios 

practicat, între anii 1900 şi 2000 : 

Anul 
Religia 

Alte religii 
« Cultul I » « Cultul II » « Cultul III » 

1900  63700  8400  526  2374  

1925  150000  40000  3500  5000  

1950  209293  11580  11580  47801  

1975  221726  51617  51617  67872  

2000  273254  102919  102919  113644  

a.) Descrieţi, cu ajutorul unui tabel, seria cronologică ce dă populaţia religioasă 

totală în perioada 1900 şi 2000 . 

b.) Reprezentaţi grafic, într-o aceeaşi diagramă, seriile cronologice 

corespunzătoare populaţiilor religioase, în perioada menţionată. 

c.) Reprezentaţi, cu ajutorul unor diagrame circulare, compoziţia religioasă în 

anii 1900 , respectiv 2000 .
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TEST DE EVALUARE 

SUBIECTUL I: Exersare – 60 puncte 

1.) a.) (5 puncte) Un produs are preţul total de 1190 lei. Care este preţul brut al 

produsului ştiind că TVA-ul este de %19  ? 

    b.) (5 puncte) Un produs are preţul brut (fără TVA) de 486  lei. Care este preţul 

total , adică cu TVA, ştiind că TVA-ul este de %19  ? 

Indicaţie:  %1 pPP
bt

 , unde: 
t

P - preţul total; 
b

P  - preţul brut; %p - TVA-ul.  

2.) O persoană fizică depune la o bancă suma de 500  de lei. 

b.) (5 puncte) Calculaţi care este suma totală obţinută cu o dobândă simplă de 

%10  după doi ani. 

Indicaţie:  nrat
n

 1 , unde: a - suma depusă; n  - nr. de ani; r - raportul procentual.  

c.) (5 puncte) Calculaţi care este suma totală obţinută cu o dobândă compusă de 

%10  după doi ani. 

Indicaţie:  n

n
raT  1 , unde: a - suma depusă; n  - nr. de ani; r - raportul procentual. 

3.) a.) (5 puncte) Producţiile de grâu obţinute de o societate agricolă în ultimii cinci  

  ani sunt prezentate în histograma următoare: 

 

  Folosind reprezentarea grafică completaţi următoarea tabelă: 

Anul      

Cantitatea (mii tone)      

b.) (5 puncte) Repartizarea tuturor elevilor unui liceu tehnic la Examenul de  

 Bacalureat 2010 la Proba  E. d.) – Probă scrisă la alegere a profilului şi  
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 specializării este prezentată în tabelul alăturat: 

Disciplina Fizică Chimie Biologie Informatică Economie 

Frecvenţa (nr. elevi) 25 15 10 25 25 

  Reprezentaţi grafic cu ajutorul unei histograme (Ox – disciplina; Oy – 

frecvenţa) repartiţia celor 100 de elevi. 

1.) a.) (5 puncte) Notele obţinute de elevii unei clasei a X- a la teza de matematică sunt 

reprezentate grafic cu ajutorul diagramei cu bare: 

 

  Folosind reprezentarea grafică completaţi următoarea tabelă: 

Note         

Frecvenţa (nr. elevi)         

 b.) (5 puncte) Situaţia statistică cu vârstele elevilor unui liceu tehnic este 

prezentată în tabelul următor: 

Vârsta (ani) 15  16  17  18  19  20  

Frecvenţa (nr. de elevi) 150  120  125  50  30  25  

  Reprezentaţi grafic cu ajutorul unei diagrame cu bare (Ox – disciplina; Oy – 

frecvenţa) repartiţia celor 500  de elevi. 

 

2.) a.) (5 puncte) Pentru admiterea în clasa a IX – a un liceu tehnic dispune de de 

200  de locuri. Repartizarea pe profile este dată în diagarama următoare. 
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  Aflaţi numărul de locuri repartizat fiecărui profil. 

 b.) (5 puncte) Situaţia statistică cu persoanele abonate la cotidienele (ziarele)  

  locale dintr-un oraş este prezentată în tabelul următor: 

Cotidianul (ziarul) „A”  „B”  „C”  „D” „E”  „F” 

Frecvenţa (nr. de cititori) 15000  12000  12500  5000  3000  2500  

  Reprezentaţi grafic cu ajutorul unei diagrame circulare repartiţia celor 50000  de 

cititori.  

 

6.) a.) (5 puncte) În săptămâna 3.V.2010 – 9.V.2010, evoluţia cursului leu-euro este 

  prezentată în următorul grafic. 

 

 

 
 

  Folosind reprezentarea grafică completaţi următoarea tabelă: 

Data        

Valoarea (paritatea) în lei a euro        
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 b.) (5 puncte) Situaţia abonaţilor unui oraş la firmele care asigură conectarea la 

  televiziunea prin cablu este prezentată în tabelul următor: 

Firma „A”  „B”  „C”  „D” 

Frecvenţa (nr. de abonaţi) 15000  12000  13000  10000  

   Reprezentaţi grafic cu ajutorul unei diagrame prin puncte repartiţia celor 50000  

de abonaţi.  

SUBIECTUL II: Sinteză – 30 puncte 

1.)  La cabinetul medical al unui liceu tehnic se face un studiu statistic privind 

înălţimea elevilor claselor a X – a. Pentru aceasta se fac observaţii independente asupra a 

200  de elevi, dintre care 100  sunt băieţi şi  100  sunt fete. 

 Rezultatele obţinute sunt trecute în tabelele următoare: 

înălţime băieţi (cm): 
i

x  160  165  170  175  180  185  190  

frecvenţe 100/4  100/12  100/25  100/25  100/18  100/12  100/4  

 

înălţime fete (cm): 
i

y  155  160  165  170  175  180  185  

frecvenţe 100/4  100/12  100/25  100/25  100/18  100/12  100/4  

 

a.) (10 puncte) Calculaţi media de selecţie a observaţiilor făcute asupra băieţilor. 

    Calculaţi media de selecţie a observaţiilor făcute asupra fetelor. 

     Indicaţie:  
rr

ununun
n

u  ...
1

2211
 

b.) (10 puncte) Calculaţi dispersia de selecţie a observaţiilor făcute asupra băieţilor. 

  Calculaţi dispersia de selecţie a observaţiilor făcute asupra fetelor. 

     Indicaţie:       2

2

2

2

2

1

2 ...
1

uuuuuu
n

s   

c.) (10 puncte) Calculaţi abaterea medie a observaţiilor făcute asupra băieţilor. 

    Calculaţi abaterea medie a observaţiilor făcute asupra fetelor. 

     Indicaţie: 
2

uu
ss   

 NOTĂ: Toate subiectele sunt obligatorii. 

      Se acordă 10 puncte din oficiu. 
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Capitolul V. Geometrie 
Vectori 

Breviar teoretic 
 

     ● O pereche ordonată (A,B) cu A şi B puncte din plan se numeşte vector şi se   notează 

prin 



AB ; unde A este originea vectorului, iar B extremitatea sa. 

     ● Un vector se reprezintă printr-un segment de dreaptă orientat. 

     ● Vectorul este caracterizat de: 

          *direcţie 

          *sens 

          *modul 

     ● Doi vectori sunt egali dacă au: 

          *aceeaşi direcţie 

          *acelaşi sens  

          *acelaşi modul 

     ● Vectorii nenuli care au aceeaşi direcţie se numesc COLINIARI. 

 

          

  Se numeşte vector liber  mulţimea tuturor segmentelor orientate echipolente cu un segment 

orientat dat.Vectorii liberi se vor nota fie cu litere mici ,...,


ba  fie specificând un 

reprezentant al acestuia dat de un segment orientat  ,...,


MNAB . In desen la  un  vector liber 

i se poate schimba originea printr-un punct arbitrar cu condiţia de păstrare a direcţiei, a 

sensului şi a modului.  

 
Baze şi coordonate 

 
          În reperul cartezian XOY considerăm vectorii: 

 



i  = vectorul de lungime 1 având sensul axei OX şi originea în O 

 



j  = vectorul de lungime 1 având sensul axei OY şi originea în O 

          Vectorii 



i  şi



j  se numesc versorii axelor de coordonate. 

Fiind date punctele ),( AA xxA  şi ),( BB xxB  se defineşte vectorul  

   


 jyyixxAB ABAB . 
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Modulul vectorului 


AB  este :    22

ABAB yyxxAB 


 

 

Condiţia de paralelism ( sau coliniaritate) a doi vectori: 

Considerăm vectorii 


 jbiau  şi 


 jdicv .  


u 


v   
d

b

c

a
  

Adunarea vectorilor 

 

      Relaţia lui Chasles sau regula triunghiului de adunare a 2 vectori : 

Oricare ar fi punctele A,B,C are loc relaţia : 


 ACBCAB . 

       Vectorii 


 ABa  şi 


 BCb  se numesc componente, iar 


 ACs  vectorul 

sumă sau vectorul rezultant. Regula de adunare descrisă anterior se numeste 

regula triunghiului. 
               Regula de adunare a vectorilor are la origine fapte experimentale în 

domeniul mecanicii. Ea a fost găsită la compunerea forţelor, apoi la compunerea 

vitezelor şi a altor mărimi vectoriale. 
Regula triunghiului 

               B             



b  

         


a         C   

      


 bas  
         A                                     

Regula paralelogramului 
 

   Fie vectorii 


a ,


b  daţi prin reprezentantii lor 


AB şi 


BC . Considerând punctul D 

astfel incât  


AD ~


BC , se observă că patrulaterul ABCD este un paralelogram în 

care 


AC  reprezentant al vectorului sumă 


 bas , este diagonală pentru 
paralelogram. 

Aşadar, fiind daţi vectorii necoliniari 


a şi 


b  în plan, pentru determinarea 

sumei lor 


 bas  se poate proceda astfel : se aleg doi reprezentanţi 


AB ,


AD ai 
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acestora cu originea comună. Vectorul suma 


s  este vectorul al cărui reprezentant 

este segmentul orientat 


AC , diagonala paralelogramului ABCD .  

 

 
 

      


b        
               B                                              C 

 

 


a            


 bas  
 

                            



b  
   A                                            D 

Aplicaţii: 
 

1. Să se demonstreze că în patrulaterul MNPQ are loc relaţia 


 PNMQPQMN . 

Bacalaureat 2009 Varianta 77 
 

 

Demonstraţie: 


 PNMQPQMN   


 PQMQPNMN  

   N 

 

           P 
 

 

 
M                    Q 

 

Dar


 MPNPMNPNMN (regula triunghiului în MNP)(1) 

  


 MPQPMQPQMQ  ( regula triunghiului în MQP)(2) 
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    Din (1) şi (2)  


 PQMQPNMN .   

2. Să se determine perimetrul triunghiului ABC ale cărui vârfuri sunt A(-1,3), 

B(-2,0), C(0,3). 

Bacalaureat 2009 Varianta 52 
 Rezolvare: 

ACBCABP ABC  . 

         103012
2222
 ABAB yyxxAB      

        130320
2222
 BCBC yyxxBC       

        13310
2222
 ACAC yyxxAC   

13101  ACBCABP ABC
 

3. În triunghiul ABC punctele M, N, P sunt mijloacele laturilor AB, BC, 

respectiv  AC. Să se arate că 


 ANAPAM . 

Rezolvare: 
         A 

 

                  M                   P 
 

 

    B  N   C 
                 

Deoarece M, N, P sunt mijloacele laturilor AB, BC, respectiv  AC  MN şi 

NP sunt linii mijlocii în ABC   

MN  AP şi NP AM  AMNP paralelogram  


 ANAPAM . 
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FIŞĂ DE LUCRU 
VECTORI ÎN PLAN 

 

 1.) Într-un reper cartezian xOy , se consideră punctele  31,A  şi  12,B . Determinaţi 

coordonatele vectorilor de poziţie ai celor două puncte, precum şi ai vectorului AB . 

 2.) Se consideră un reper cartezian xOy : 

  a.) arătaţi că punctele  22,A ,  44,B  şi  3333  ,C  sunt vârfurile unui 

 triunghi echilateral; 

  b.) arătaţi că punctele  14,A ,  45,B  şi  21,C  sunt vârfurile unui triunghi 

 dreptunghic; 

  c.) arătaţi că punctele  64,A ,  16 ,B  şi  43,C  sunt vârfurile unui triunghi 

 dreptunghic isoscel; 

  d.) arătaţi că punctele  21 ,A ,  04,B , 








2

3
3,C  şi 










2

1
0,D   sunt vârfurile 

 unui dreptunghi; 

  e.) arătaţi că punctele  21 ,A ,  11 ,B ,  10,C  şi  02,D   sunt vârfurile 

 unui pătrat. 

 3.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră punctele  57,A ,  31,B  şi  15,C . Fie M  

mijlocul lui  BC . Arătaţi că    AMCdAMBd ,,  . 

 4.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră punctele  13,A ,  30,B  şi dreapta 

0 yxd : . Aflaţi coordonatele punctului dM   cu proprietatea că 3
MAB

A . 

 5.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră punctele  11,A ,  52,B  şi dreapta 

01734  yxd : . Arătaţi că   dMA
MAB




;5 . 

 6.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră ABC . Ştiind că ecuaţiile dreptelor 

suport ale laturilor AB , BC , CA  sunt, respectiv 01343
1

 yxd : , 095
2

 yxd : , 

0152
3

 yxd : , aflaţi 
ABC

A


. 

 7.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră punctele  21,A ,  43,B ,  21 ,C  şi 

 23 ,D . Aflaţi aria patrulaterului ABCD . 
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 8.) Într-un reper cartezian xOy  se consideră punctele  21,A ,  53,B ,  12,C ,  64,D  şi 

dreapta 0 yxd : . Determinaţi punctul dM  , ştiind că 
MCDMAB

AA


 . 

 9.) Scrieţi un vector director al dreptei d , unde d  are ecuaţia: 

a.) 0345  yx ; b.) 37  xy ; c.) 023 x ; d.) 035 y . 

 10.) Dacă  y,xu


 este un vector director al unei drepte d , aflaţi măsura unghiului 

dintre d  şi axa Ox , unde: 

a.)  31,u 


; b.)  13,u 


; c.)  40,u


; d.)  04,u


. 

 11.) Scrieţi ecuaţiile parametrice ale dreptei d , definită astfel: 

  a.) d  trece prin  21,A  şi are  13 ,u


 ca vector director; 

  b.) d  trece prin originea O  şi are  43,u


 ca vector director; 

  c.) d  trece prin  71,A  şi este paralelă cu axa Oy ; 

  d.) d  trece prin  42 ,A  şi este paralelă cu axa Ox . 

 12.) Să se scrie ecuaţia dreptei determinată de punctele: 

a.)    7521
21

,M;,M  ; b.)    2002
21

,M;,M ; 

 13.) Să se verifice dacă punctele      117521
321

,M;,M;,M   sunt coliniare. 

 14.) Se consideră triunghiul de vârfuri:      123163  ,C;,B;,A . 

 Să se stabilească: 

a.) ecuaţile dreptelor: CA;BC;AB ; 

b.) ecuaţiile medianelor din vârfurile triunghiului; 

 15.) Să se determine parametrii   şi   astfel ca ecuaţiile   0214  yx   şi  

  0463  yx  să reprezinte aceeaşi dreaptă. 

 16.) Se consideră triunghiul de vârfuri:      123163  ,C;,B;,A . Să se stabilească 

ecuaţile dreptelor: CA;BC;AB , precum şi ecuaţiile dreptelor paralele prin vârfurile 

triunghiului la latura opusă fiecăruia.   

 17.) Să se determine Rm  astfel încât dreptele 
1

d  şi 
2

d  de ecuaţii carteziene: 

a.) 032
1

 yx:d ; 025
2

 ymx:d . 

b.) 113
1

 xy:d ;   122
2

 xmy:d . 
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să fie paralele.  

 18.) Se consideră dreptele:     0612
1

 yx:d  ; 032
2

 yx:d  unde 

R,  . Să se stabilească poziţia relativă a celor două drepte. Discuţie. 

 19.) Să se determine parametrii   şi   astfel ca ecuaţiile 083  yx   şi 

0204  yx  să reprezinte drepte paralele. Discuţie. 

9.) Scrieţi ecuaţia perpendicularei duse din punctul  12,A   pe dreapta d , dacă d  are 

ecuaţia: 

a.) 23  xy ; b.) 1 xy ; c.) 532  xy ; d.) 02  yx . 

 20.) Arătaţi că dreapta care trece prin punctul  
00

y,xA  şi este perpendiculară pe 

dreapta 0 cbyax  are ecuaţia     0
00
 yyaxxb . 

 21.) Dacă o latură a unui triunghi se află pe dreapta 0632  yx , iar 

022  yx , 0123  yx  sunt ecuaţiile a două dintre înălţimile triunghiului, să se scrie 

ecuaţiile celorlalte laturi. 
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TEST DE EVALUARE 

VECTORI ÎN PLAN 

SUBIECTUL I: Exersare – 70 puncte 

1.)  Fie reperul cartezian xOy  şi punctele  1;3A ;  3;1B  şi  0;3C . 

a.) (10 puncte) Reprezentaţi în reperul cartezian xOy , ABC  ale cărui vârfuri sunt 

cele trei puncte. 

b.) (10  puncte) Calculaţi lungimile laturilor ABC   ACBCAB ;; . 

Indicaţie:      22
;

NMNM
yyxxNMdMN  . 

2.) (10 puncte) Fie punctele  2;1A  şi  2;3 B . Să se determine numerele reale a  şi b   

astfel încât jbiaAB  . 

3.) (10 puncte) Se consideră vectorii jiv 34   şi jiu 53  . Să se determine  

coordonatele vectorului uvw 32  . 

4.) (10 puncte) Scrieţi vectorul de poziţie jyixOM
MM

 , unde punctul M reprezintă 

mijlocul  AB , iar jiOA 52   şi jiOB 38  . 

Indicaţie: 
2

;
2

BA

M

BA

M

yy
y

xx
x





 . 

5.) (10 puncte) Scrieţi ecuaţia dreptei care trece prin punctele  2;1A  şi  5;3B . 

Indicaţie:  
A

AB

AB

A
xx

xx

yy
yyAB 




: , dacă 

BA
xx  . 

6.) (10 puncte) Calculaţi aria ABC , unde  3;1A ;  1;4 B  şi  3;3C . 

Indicaţie:      
ACACCBCBBABAABC

xyyxxyyxxyyxS 


2

1
. 

SUBIECTUL II: Sinteză – 20 puncte 

1.) „Mediatoarea unui segment reprezintă drepta perpendiculară pe segment şi care  

intersectează segmentul în mijlocul său”. 

 Fie reperul cartezian xOy  şi punctele  3;1A ,  1;3 B . 

a.) (5 puncte) Reprezentaţi în reperul cartezian xOy , dreapta ce trece prin  

punctele date şi determinaţi poziţia în plan a punctului ce constituie mijlocul  AB . 

b.) (5 puncte) Scrieţi ecuaţia mediatoarei  AB . 

2.) a.) (5 puncte) Arătaţi că dreptele 0355:  yxd , 02723:'  yxd  sunt 

concurente şi calculaţi coordonatele punctului de concurenţă. 

b.) (5 puncte) Determinaţi Rba ,  ştiind că dreptele 045:  yaxd  şi  

076:'  byxd  sunt paralele. 

  

 NOTĂ: Toate subiectele sunt obligatorii. 

   Timp de lucru 50 minute. 

   Se acordă 10 puncte din oficiu. 
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ECUAŢIA DREPTEI ÎN PLAN 
 

Breviar teoretic 

Distanţa dintre două puncte în plan 

 Distanţa dintre punctele );( 11 yxA  şi );( 22 yxB  este  .)()( 2

21

2

21 yyxxAB   

 

 Fie M mijlocul segmentului [AB], unde  );( 11 yxA  şi );( 22 yxB . Atunci  








 

2
;

2

2121 yyxx
M . 

 

Ecuaţia unei drepte în plan 

 Ecuaţia dreptei ce trece prin două puncte );( 11 yxA  şi );( 22 yxB  cu .12 xx  și .12 yy  este  

AB: 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









  

 Panta dreptei AB determinată de punctele );( 11 yxA  şi );( 22 yxB  este 
12

12

xx

yy
mAB




 , .12 xx   

 

 Fie dreptele 
1d  şi 

2d  de pante ,1m  respectiv 
2m . 

1) 
1d  şi 

2d  sunt paralele dacă şi numai dacă .21 mm   

2) 
1d  şi 

2d sunt perpendiculare dacă şi numai dacă .121 mm  

 

 Ecuaţia dreptei determinată de  punctul M );( 00 yx  şi de panta m este ).( 00 xxmyy   

 Fie triunghiului ABC, unde );( 11 yxA , );( 22 yxB  şi );( 33 yxC şi G centru de greutate. 

Atunci .
3

;
3

321321







  yyyxxx
G  

 

 Dacă punctul A’ este simetricul punctului A faţă de B, atunci B este mijlocul 

segmentului [AA’]. 

 

 
Aplicații 

1. Să se determine ecuaţia dreptei ce trece prin punctele )1;2( A  şi ).2;1( B   

2. Să se determine numărul real a ştiind că dreptele 032  yx  şi 052  yax  sunt 

paralele. 

3. Să se determine ecuaţia dreptei care conţine punctul )1;1(A  şi este paralelă cu dreapta 

.0524  yx  

4. Să se determine ecuaţia dreptei care conţine punctul )3;2( A  şi este paralelă cu dreapta 

.052  yx  
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5. Să se determine ecuaţia dreptei care conţine punctele )3;2(A  şi ).2;3( B  

6. Să se calculeze aria triunghiului echilateral ABC ştiind că )1;1(A  şi ).2;3( B  

7. Să se calculeze lungimea segmentului AB, determinat de puntele )3;2(A  şi )1;5( B , în 

reperul cartezian xOy. 

8. Să se determine coordonatele punctului C ştiind că el este simetricul punctului )4;5(A  faţă 

de punctul B( 1;2 ). 

9. Să se determine distanţa dintre punctele  )1;3( A  şi )2;1(B  . 

10. Să se determine perimetrul triunghiului ABC ale cărui vârfuri sunt punctele  

)0;2(),3;1(  BA  şi )3;0(C  în reperul cartezian xOy. 

11. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )2;1(A , )6;5(B  şi )1;1(C . Să se determine 

ecuaţia medianei duse din vârful C în triunghiul ABC. 

12. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )3;2(A , )5;1(B  şi )2;4(C . Să se calculeze 

distanţa de la punctul A la mijlocul segmentului BC. 

13. În reperul cartezian xOy se consideră dreptele de ecuaţii 032:1  myxd  şi 

05:2  ymxd . Să se determine numerele reale m pentru care dreptele 
1d  şi 

2d  sunt 

paralele. 

14. Să se determine ecuaţia dreptei ce trece prin punctele )3;2( A  şi ).2;3(B  

15. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )1;2( A , )2;2(B . Să se determine distanţa 

dintre punctele A şi B. 

16. Să se determine coordonatele simetricului punctului )4;2( A  faţă de punctul )2;1( B . 

17. Să se determine ecuaţia dreptei ce trece prin punctul )1;1(A  şi are panta egală cu 1. 

18. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )4;2(A , )1;1(B  şi )1;3( C . Să se calculeze 

lungimea medianei din A a triunghiului ABC. 

19. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )2,1(M  şi )1,2(N . Să se determine ecuaţia 

dreptei MN. 

20. Să se determine coordonatele mijlocului segmentului AB, ştiind că )4;5( A  şi )6;3(B . 

21. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )2;1(A , )2;5(B  şi )1;3( C . Să se calculeze 

perimetrul triunghiului ABC. 
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22. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )1;5( A  şi )1;3(B . Să se determine 

coordonatele simetricului A faţă de punctul B. 

23. Să se determine numărul real pozitiv a astfel încât distanţa dintre punctele )1;2( A  şi 

);1( aB   să fie egală cu 5. 

24. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )2;1( A , )2;1(B  şi )1;2( C . Să se calculeze 

distanţa de la punctul C la mijlocul segmentului AB. 

25. Să se determine coordonatele punctului de intersecţie al dreptelor de ecuaţii 042  yx  

şi 03  yx . 

26. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )2;2(A  şi )4;4(B . Să se determine 

coordonatele mijlocului segmentului AB. 

27. Să se determine punctul de intersecţie al dreptelor de ecuaţii 0264  yx  şi 

0732  yx . 

28. Să se determine ecuaţia dreptei care trece prin punctele )0;4(A  şi )2;0(B . 

29. Să se determine lungimea medianei din A a triunghiului ABC, ştiind că vârfurile acestuia 

sunt )4;0(A , )0;2(B  şi )0;8(C . 

30. Să se determine ecuaţia dreptei care trece prin punctul )2;1( A şi are panta egală cu 2. 

31. Să se determine coordonatele punctului M care aparţine dreptei AB şi care este egal 

depărtat de punctele )1;1( A  şi )3;5( B . 

32. Să se determine valorile reale ale numărului a ştiind că distanţa dintre punctele )1;2(A  şi 

);7( aB este egală cu 13. 

33. Să se determine coordonatele punctului de intersecţie al dreptelor de ecuaţii 013  yx  

şi 0423  yx . 

34. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )4;5( A  şi )8;0(B . Să se calculeze lungimea 

segmentului AM, unde M este mijlocul segmentului AB. 

35. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )1;1(A , )0;1(B  şi )4;3( C . Să se calculeze 

lungimea segmentului AM, unde M este mijlocul segmentului BC. 

36. Să se determine ecuaţia dreptei care trece prin punctele )1;2(A  şi )2;1( B . 
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37. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )0;2(A şi )0;1( 2 mB , cu Rm . Să se 

determine valorile reale ale lui m astfel încât punctul )0;5(C să fie mijlocul segmentului 

AB. 

38. În reperul cartezian xOy se consideră punctul );2( mM , unde m este un număr real. Să se 

determine numerele reale m pentru care 5OM . 

39. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )1;1( A , )1;0(B , )1;1(C  şi )3;2(D . Să se arate 

că dreptele AB şi CD sunt paralele. 

40. În reperul cartezian xOy se consideră punctele )1;2(A , )3;4( B . Să se determine 

coordonatele mijlocului segmentului AB. 
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