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Breviar Teoretic: Structuri algebrice. Legi de compozitie

Fie G o multime nevida si o lege “* .

(13 2
*

stabila in raport cu “*”),

este o lege de compozitie pe G daca pentru orice X,y € G, x*Yy € G.(multimea G este parte

Exemplu: Sa se arate ca G =[2,) este parte stabild in raport cu legea “*”, X *y = Xy—2X—2y +6.

vVX,yeG=x*xyeG
Rezolvare:

X*y=xX(y—2)-2(y-2)+2=>x*xy=(X-2)(y—2)+2

XeG=xe[2,0) = x-2€[0,0)

yeG=ye[2,0)=y-2¢c[0,x)
(x=2)(y—2)e[0,0) = (x-2)(y-2)+2€[2,0) => X*yeR

Proprietati:

Consideram o multime nevidd G pe care definim operatia (legea) “* .
1. Comutativitate: x*y=y#*Xx,VX,yeG

2. Asociativitate: (x*y)*z=x*(y*2),VX,y,2€G

3. Element neutru: JeeGai.x*se=e*xx=X,VxeG

4. Element simetrizabil: VX €e G,3x €G.ai.x*X =X *x=e.




Caiet de lucru An scolar 2020-2021
Matematica — clasa a XIl a Semestrul |

Structuri:

I. (M,*) monoid daca:

M1) Legea “*” este asociativa

M2) Legea “*” are element neutru.

Daca in plus M3) Legea “*” este comutativa atunci (M ,*) monoid comutativ.
Il. (G,*) grup daca:

G1) Legea “*” este asociativa.

G2) Legea “*” are element neutru.

G3) Orice element din G este simetrizabil in raport cu “* .

Daca in plus G4) Legea “*” este comutativa atunci (G,*) grup comutativ

I1l. Subgrup: Fie (G,*)un grup. O submultime nevida H a lui G se numeste subgrup al grupului G
daca legea de compozitie din G induce pe H o lege de compozitie impreuna cu care H este grup.

IV. Inel : Tripletul (A,+,), A= < pentru care:

Al) (A,+)grup abelian(comutativ)

A2) (A,) monoid

A3) Inmultirea este distributiva fatd de adunare

Daci in plus A4) Inmultirea este comutativa atunci inelul este comutativ.

V. Corp : Tripletul (K,+,) , K este o multime cu cel putin doua elemente:
K1) (K,+) grup abelian(comutativ) cu elementul neutru 0.
K2) (K K4Q},) grup cu elementul neutru 1.

K3) Inmultirea este distributiva fata de adunare.

Daci in plus K4) Inmultirea este comutativa atunci (K ,+,-) corp comutativ.

Exemple :
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Pe R definim legea de compozitie X*y =Xy—2Xx—-2y+6.

a. Calculati 1% 2.

Rezolvare: 1#2=1.2-2.1-2-2+6=2-2-4+6=2.

b. Aratatica Xx*y=(X—-2)(y—-2)+2,VXx,yeR

Rezolvare: x*xy=x(y—-2)—2(y—-2)+2=>x*y=(X=-2)(y—2)+2,VX,y e R

[TFRL)
%

c. Aratati ca legea este comutativa pe R.

X*xy=(X=2)(y—2)+2
yrx=(y-2)(x-2)+2

Rezolvare: }:x*y:y*x,w,yem

g 9
*

d. Aratati ca legea este asociativa pe R.

Rezolvare: (x*y)*z=x*(y*2),VX,y,zeR

(xxy)*z=[(x=2)(y-2) +2]*z ={[(X—2)(y—2)+2]—2}(2—2)+2=(X—2)(y—2)(z—2)+2}
xx(y*z) =xx*[(y=2)(z-2)+2] = (x-2{(y -2)(z-2) + 2] -2} + 2 = (x=2)(y - 2)(2 - 2) + 2
(x*xy)*z=x*(y*z) VX,y,zeR

e. Aratati ca legea “*” admite element neutru.

Rezolvare: Je e Rai.x*xe=exx=x,VXxeR

Xxxe=(Xx—-2)(e—-2)+2
exx=(e-2)(x-2)+2
dacax-2#0=e-2=1=e=3

}:>x*e:e*x,:>(x—2)(e—2)+2=x:>(x—2)(e—2)=x—2

f. Aratati ca orice element din ‘R este simetrizabil in raport cu legea “*”.

Rezolvare: VxeR,AX eR.aix*x =X *x=¢e

X*X =(X=2)(X =2)+2

X'"‘X=<X'—2>(x—2)+2}3x*X =X X2 (-2 ~2)+2=35 (x-2)(X ~2) =1

dacax—2¢0:>x'—2=i:>x' =L+2:>x' _2x-3
X—2 X—2 X—2

g. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

1. Xx*Xx=X
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2. x*xx=11

3. XkX*kX=X

4. X*X*X=006

Rezolvare: 1. x*Xx=X=>(X-2)(x-2)+2=x=>(X-2)> =x-2
Cl.x-2=0=>x=2

Cll. x-2#20=>x-2=1=x=3

X—2=-3=>x=-1

2. x*¥x=11= (x-2)(x-2)+2=11= (x-2)* =9=
X-2=3=x=5

3. xxXxX=X=[(X=2)(X=2)+2]*x=X=>{[(X-2)(x-2)+ 2] - 2}(X-2)+2=x =
=>X-2’+2=x=>x-2)°>=x-2

ClLx-2=0=>x=2

) X—2=-1=x=1
Cll. x-2#0=(Xx-2)"=1=
X-2=1=x=3

4, xxx*X=66=(x—-2)°+2=66=>(x-2)’=64=(x-2)’=4>=>x-2=4=x=6
h. Stiind ca legea “*” este asociativa sa se calculeze E = (—1005) * (—1004) *.... %1004 * 1005

X*¥2=(x-2)(2-2)+2=0+2=2,vxeR (1
2xX=(2-2)(x-2)+2=0+2=2,VxeR (2)
not.(—1005) * (—1004) *...x1=a

34 x...%1004+1005=h

®.(2)
—E=zax2%h = 2

1. Pe multimea numerelor reale definim operatia xoy =xy+4x+4y+12, pentru orice X,y € R
a) Sa se verifice ca Xoy=(X+4)(y+4)—4 pentruorice X,y e R.

b) Sa se calculeze Xo(—4).
c) Stiind ca operatia ,,o” este asociativa, sa se calculeze (—20015) 0 (—2014)0...0201402015
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2. Pe multimea numerelor reale definim operatia pentru Xo y =2xy—6x—6Yy + 21 pentru orice
X, yeR.

a) Sa se verifice ca Xoy=2(x—3)(y—3)+3 pentruorice X,yeR.

b) Sa se rezolve, in multimea numerelor reale, ecuatia Xo X =11.

c) Stiind ca operatia ,,o” este asociativa, sa se calculeze 1o \/E o \/§ 0...04/2015.

3. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie Xoy =Xy—2(x+Yy)+6
pentru orice X,y e R.

a) Sa se verifice caxoy =(x—2)(y—2)+ 2 pentruorice x,y e R.

b) Sa se demonstreze caXo2=2, VX,y € R.

c) Stiind ca legea ,,o” este asociativa, sa se calculeze valoarea expresiei
E =(-2015) o (-2014) o....0 2014 - 2015

4. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie Xoy = Xy+7(x+Yy)+42,
pentru orice X,y e R.

a) Sa se calculeze /2 o (—/2).
b) Sa se verifice cd Xoy=(X+7)(y+7)—7 pentruorice X,y e R.

c) Stiind ca legea ,,o” este asociativa, sa se rezolve in mulfimea numerelor reale, ecuatia
XoXo X=X

5. Se considerd multimea M =[k;+) R, k € R sioperatia x*y =xy—k(x+y)+k*+k,

X, yeR

a) Sa se determine k € R astfel incat 2*3=2.

b) Pentru k=2, sa se rezolve in M ecuatia X*x=6.

C) Sa se demonstreze ca pentru VX,y € M rezulta ca X*y e M.

6. Pe mulfimea numerelor intregi se definesc legile de compozifie X*y=X+Yy—3 si
Xoy=(x-3)(y—-3)+3.

a) Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia XoX = X*X.

b) Sa se determine numarul intreg a care are proprietatea X o a = 3, oricare ar fi numarul intreg X.

y . . [Xx(y+1)=4
C) Sa se rezolve sistemul de ecuatii , unde x,yeZ.
(X=y)el=5

7. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie X *Yy =Xy —5(X + Y) + 30.
a) Sa se demonstreze ca X*y=(Xx-5)(y—-5)+5, X,y e R.

b) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie ,,* ™.

c) Stiind ca legea de compozitie ,, * ” este asociativa si se rezolve in mulfimea numerelor reale
ecuagia X* X* X = X.

8. Se considera legea de compozitie pe R definitd prin Xoy=Xy—X—y+2.

a) Sa se arate ca legea ,,o” este asociativa.

b) Sa se arate cd dacad X,y e (1;+), atunci Xoy € (1;+0).
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9. Sé se determine a e Z cu proprietatea Xxca=a, oricare ar fi X € Z.Pe multimea numerelor
reale se considera legea de compozitie X*y = (X— V2)(y-~2)++/2.
a) Sa se rezolve ecuatia X * X = X, VX € R.

b) Sa se demonstreze ca legea de compozitie ,, * ” este asociativa.
) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie ,, * ™.
10. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie X* Yy =2Xy—x—Yy+1.

a) Sase arate ca X*y=xy+(1L—x)1-Yy), VX,y e R.

b) Sa se arate ca legea de compozitie ,, * ” este asociativa.

C) Sa serezolve in R ecuatia X*(1—x)=0.

11. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie X*y =2Xy—4x—-6y+21,
pentru VX,y e R.

a) Sasearateca X*y=2(x-3)(y—-3)+3, x,yeR.

b) Sa se rezolve in R ecuatia 5* *5* =11.

C) Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea ,, * .

Breviar teoretic. Clase de resturi modulo n

FieaeZsineN".

Notam cu 0 ={a € Z|amod n = 0} multimea numerelor intregi care impartite la n dau restul 0;

A

Multimea Z, ={ ,ié,é,..., n—1} se numeste multimea claselor de resturi modulo n.

A A A
)

ex. Z, ={01}; Zz,={012}

Pe Zn definim doua legi de compozitie:

Lo PN /\ .
d+b=a®b=(a+b)modn =— adunarea claselor de resturi modulo n

N T
d-b=a®b=(a-b)modn — inmultirea claselor de resturi modulo n.

Proprietatile adunarii claselor de resturi modulo n.

AAAAAA

Iata un exemplu. Z; ={0,1,2,3,4,5}. Pentru ca mul{imea este finita ii voi face tabla operatiei
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~ ~ A ~ ~ » -Seobservacadaca compunem doua elemente din Zs rezultatul este tot

+]10 1 2 3 45 _ ' o
0lo 1 2 3 4 5 un element din Zs ceea ce inseamna ca Ze este parte stabila a lui Zn Tn
111 2 3 4 § (o raportcuadunarea modulo n;
212 3 45 01 -(@+2)+5=3+5=8=2iari+(2+5)=1+7=8=2 ceea ce ne poate
? ? i" ? 9 } % conduce la a arata ca legea este asociativa de altfel
414 5 0 1 2~3 < -
sle 513 3 3 -M@+b)Tt=(@+b)ic=(a+b)+c=ar(b+c)=a+(brc)=a+®B+6), V

apcez,

- Tabla legii este simetrica fata de diagonala principald deci legea este comutativa, dupa cum

<. YR
se poate usor observa ca a+b:a+b:b+a/:\3+a, va,bezZ,

- 0 este elementul neutru al legii deoarece lasa toate elementele din Z, neschimbate;

Q>

+0=0+4=4,vaez,

A

- Dacd notdm cu —4a simetricul ( opusul la adunare) lui a atunci: —0=0; -1=5;-2=4;-3=3; -

4=2;-5=1 ( fiecare element compus cu simetricul sdu trebuie sd dea elementul neutru), deci toate

au simetric. |4+ (—4) = (-4)+4=0,vaeZ,

A A A

RETINE: |[-4=n—a|intr-adevir a+n—-a=a+n-a=A=0 siatunci—-4=6-4=2 sau

- pentru a gasi simetricul unui element urmarim pe linia sau pe coloana numarului dorit acolo unde

apare 0.
Exemplu: simetricul lui 2 este 4 deoarece pe linia ( coloana ) lui 2,0 apare in dreptul lui 4 sau

simetricul lui 3 este 3 deoarece pe linia ( coloana ) lui 3, 0 este apare n dreptul lui 3 etc.

Proprietatile inmultirii claselor de resturi modulo n.
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- Se observa ca daca compunem doua elemente din Zs rezultatul

O
N>
w»>
Do
o

este tot un element din Zg, ceea ce inseamna ca Zs este parte stabila a

O
N>
w»>
Do
o

lui Zy in raport cu inmultirea modulo n;

> O
O

N> = O =
O
O
O
O

N>
o
o
o
N>
o

- (3-4)-5=12.56-0.5=0 iar 3.(4.56)=3.20=3.2=6=0 ceeace

w»>
O
w»>
O
w»>
O
w»>

ne poate conduce la a ardta ca legea este asociativa de altfel

Do
O
o
N>
O
o
N>

o
(@)
o
Do
w»
N>
>

(a-b)-¢=(a-b)-¢=(a-b)-c=a-(b-c)=4a-(b-c)=4a-(b-¢), Va,b,eZ,

™. Tabla legii este Sietrica fata de diagonala principala deci legea este comutativa, dupa cum se

~

poate usor observa ci |4-b = a-b=b-a=ba , Va,b e Z,

- 1 este elementul neutru al legii deoarece lasa toate elementele din Z, neschimbate;

~

a-1=1.a=4,vaez,

A

- Daci notam cu &' simetricul ( inversul la inmultire) lui a atunci: 0*=nu exista; 1" =1; 27'=
nu existd ; 3= nu existd; 4= nu existd ; 5*=5 ( fiecare element compus cu simetricul siu
trebuie sa dea elementul neutru), deci nu toate elementele au simetric.

- pentru a gasi simetricul unui element urmarim pe linia sau pe coloana numarului dorit, acolo unde

apare 1
Exemplu: simetricul lui 5 este 5deoarece pe linia ( coloana ) lui 5, 1 apare in dreptul elementului 5

, sau simetricul lui 1 este i deoarece pe linia ( coloana ) lui 1, 1 apare in dreptul elementului 1.
Celelalte elemente nu contin pe linii sau pe coloane pe 1 (elementul neutru), deci nu au simetric.

Deci (Zn,+,-) formeaza un inel comutativ.

Proprietate . Un element 4 € Z, este inversabil in Z < a este numér prim cu n adica c.m.m.d.c
(a,n)=1.

Notam cu U(Zn)= multimea elementelor inversabile din Z,,

Atunci U(Zp)=Z, p nr prim,

A
’

Exemple U(Zs)={1,2,34}; U(Zs)={1357}

Exemplu de aplicatie: Sa se rezolve in Z4 ecuatia 3x+2=0
Z,={012,3}

A A A

§x+2:f):>§x:—2:>3x:2
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Realizam tabela de inmultire a lui 21n Z4

0 |1 |2 |3
310 |3 |2 |1 | =>x=2
Aplicatii:

1. Sé se calculeze in Z, determinantul

N>W> >
wW>kF>N>
=>N> wW>

2. Sa se rezolve 1n Z3, Z4 sistemele :

) x+y:%
X+2y=0

O
N
f_/%\
x DN»
x
+
<
Il
> N
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ANALIZA

Breviar Teoretic: Notiunea de primitiva. Integrala unei functii

1. Fie I cRuninterval, f : 1 — R. Se numeste primitiva a functiei f pe l, orice functie F: 1 - N

derivabili pe | si cu proprietatea F (X) = f(x),Vx el .

2. Operatia de determinare a unei primitive F a lui f pe intervalul | se numeste operatie de integrare,

notata prin simbolulj f(x)dx.

Exista doui conditii pentru care o functie sa admita primitive:

Conditia 1: Daca functia este continua pe un anumit interval, atunci ea admite primitive pe intervalul
respectiv.

Conditia 2: Fie o functie f : 1 — R. Daca exista o alta functie F, definita pe acelasi interval, astfel

incat F (x) = f(x),Vx e, atunci acea functie admite primitive pe intervalul respectiv.
Exemple:

X2 +x-2,x<1 TR
1. Se considera functia f: R —> R, f(x)= X< S se arate ca functia f admite primitive
X+ Ihx,x>1
pe R.
Rezolvare:
Daca f continua pe R, atunci f admite primitive pe R

f continua pe R /{L}fiind compunere de functii elementare si anume functia polinomiala si functia

logaritmica. (1)

Studiem continuitatea Tn punctul x, =1.

Is(1) =lim f(x) :IxirDl(x2 +X-2)=1+1-2=0

x<1 x<1
Id @) =lim () =lm((x+)Ix)=1n1=0 +=Is()=1d(1) = f (@)= fcontinuainx, =1 (2)
x>1 x<1

f()=(0+1)In1=1n1=0

®.(2)
= f continua pe R = fadmite primitive pe ‘R.
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2. Se consider functia f : R — R, f(X)=e* +x* +2x. Si se arate ca functia F: R —> R,
3

F(X)=e"+ X? +x? +1 este o primitiva a functiei f.
Rezolvare: F primitiva functiei f < F (X) = f(x), VX e R

! X X3 2 ! Xy X3 ' 2y’ ' X 3X2 X 2
F(x)=(e +?+x +1) =(e") +(?) +(x%) +1 =e +?+2x+0:e +X°+2x = f(x),VxeR

Aplicatii:
1. Se considera functia f : (O, oo) ->NR, f(x)=1- iz . Sa se arate ca functia F: (O, oo) —> R,
X

1 e o ..
F(x) = X+ = este o primitiva a functiei f.
X

x* —3x+2,x<1
2. Se considera functia f :R >R, f(X)= H+2,
In X, x>1

a) Sa se arate ca functia f admite primitive.
b) Sa se demonstreze ca orice primitiva a functiei f este convexa pe (1, oo).

3. Se considera functia f : (1, oo)—)iR, f(x)=Ihx+ 1 Sa se arate ca functia F : ( oo)—) R
X

F(X)=(Xx+1)In x—x+1 este o primitiva a functiei f.

4. Se considera functia f :[2,00) >R, f(X) = 1 + il Sa se demonstreze ca orice primitiva
X X-

a functiei f este concava pe [2,0).

e +1 e -1

5. Se considerd functiile f,g:R —>NR, f(X)=——— si g(X) =———. Sd se arate ca functia
€ e

g este o primitiva a functiei f.

e-e”, x<-1 , .
. Sa se arate ca functia f admite

6. Se considera functia f :R >N, f(X)=
2+X X>-1

primitive pe R.

7. Se considera functia f : (O, oo) —>R, f(x)=1- 1 . Sa se arate ca functia F : (O, oo) —> R,
X

F(x) = x—In x este o primitiva a functiei f.




Caiet de lucru
Matematica — clasa a XIl a

Tabel de integrale nedefinite

An scolar 2020-2021
Semestrul |

Nr. Integrala nedefinita
crt
1 Ildx=x+C
2 n+1
[x'ax="—+C vneN
n+1
3 a+l
J.x”‘dx:X +C
a+l ,a;t—l
4 jldx:ln|x|+C,x¢o
X
5 ; a*
Ia dx:lna+c a>0a=1
6 Iexdx:ex+c
7 _
I 21 2dx:ilnx—a+c
X°—a 2a |x+a ~a#0
8 1 1 X
dx=“=arctg—+C
‘[X2+a2 a ga a%0
9 1 X
———dx=arcsin—+C
Ivaz_xz a  a>0
10 1
—dx=|n‘x+\/x2—a2 +C
'[x/xz—a2 ,|x|>a,a>0
11 1 (
——=dx=1In x+\/x2+a2)+c
.[sz+a2 a=z0
12 Isin xdx=—-cosx+C
13 Icos xdx=sin x+C
“ I ;- dx=1tgx+C X% T tkrkeZ
COS* X ’ 2
15
J.sinzde:_CthJrC Xxzkr,keZ
16 pu
jtgxdx=—|n|cosx|+C X¢E+kﬂ,kez
17

Ictgxdx: Injsin X|+C x=kr keZ
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Aplicatii:

Model aplicatie integrala nedefinita

1. Se considera functia f :(0,00) >R, f(x) = iz S se determine primitiva F :(0,00) —» %R a
X
functiei f, care verifica relatia F(1)=0.

Rezolvare:

ju@m=Fupc

1 B > B X—2+1 B B B 1
IX—de_Ix dX__2+1+C__X +C__;+C :>—%+C=O:>C=1:>F(x)=—1+l
FL)=0 X
2. Se considera functia f : R > R, f(X)=X—_1 Sa se calculezejf(x)dx.
X

Rezolvare:

If(x)dx:J'XT_ldx:J.(g—%)dx:.[ldx—.[idx:x—In Xx+C

1. Se considera functia f : [0,1] —->R, f(x)=1- VX . S se determine multimea primitivelor
functiei f.

2.Se considera functia f : [O,l] —> R, f(X)=+Vx+2.Sase calculezej f2(x)dx.

3.Se considera functia f: R —> R, f(x) =x" "+ x+1. Si se determine primitiva F a functiei f
care are proprietatea F(0)=1.
4.Se considera functia f : (0, oo) —>R, f(xX)= 1 + 1 . Sa se arate ca

X+1 Xx+2

[(x+D(x+2)f (x)dx = x* +3x+C, x> 0.
5. Se considera functia f 1% — R, f(x)=e* Si se determine j f (//x)dx, x € [0,0).

6. Se considera functia f : [0,1] — R, f(x) =1-x. Sa se determine mul{imea primitivelor
functiei f.
1

7. Se considera functiile f,g: (0, oo) —> R, f(x)=e"si g(x) ==. Sa se calculeze primitivele
X

functiei f+g.
8. Se considera functiile f, :[0,1]— Rdefinite prin f_(x)=m?x?+(m?-m+1)x+1, unde me
R. Sa se calculezef f, (x)dx.
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9. Se considera functia f : (0, oo) —->R, f(x)= iz Sa se determine primitiva F : (O, oo) —>Ra
X

functiei f, care verifica relatia F(1)=0.
10. Se considera functiile f, :[0,1] > R definite prin f_, =x" +(1—x)™. Sa se determine

[ £,00dx.

Breviar Teoretic: Integrarea prin parti

Fie I —Run interval. Daca f,g: 1 — R sunt functii derivabile cu derivate continue, atunci functiile

f'g si fg admit primitive si multimile lor de primitive sunt legate prin relatia:

[109-g'09dx=f()-g0)— [ f'(x)-g(x)dx

Exemple:
1. Sa se calculeze Ixexdx: X-e* —_[exdx: x-e*—e*+C=e"(x-1)+C

Se realizeaza schema:

f(x)=x (x)=1
— /)

g(x)=¢' g(x) =e’
2. Sa se calculeze jln xdx=x-In x—jx-ldx:x-ln x—'|.1dx=x-ln X-X+C=x(lhx-1)+C
X

Se realizeaza schema:

f(x)=Inx f'(x):1
/ X
g (x)=1 g(x) =x

Aplicatii:

Sa se calculeze:

a) len xdx
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b) Ixe’xdx

<) Ilnzxdx

d) Ixcosxdx

e) j(x2+5x—2)exdx

[ +2)e"dx

Breviar Teoretic: Prima metoda de schimbare de variabila

j f(u(x))-u’'(x)dx

t=u(x

not )
{ U=t o [fpd-Fo+c = [ FU))-u'()dx=F(u))+c
u'(x)dx = dt

n+1

| Pentru j u"(x)-u'(x)dx  folosim  [t'dt = +C

n+1
. 2 5 (x* +x)° .

Exemplu: I(2x+1)(x +X)°dx=——"—+C,;

_v2 6

t=x"+x :>|1=jt5dt=t—+c1

dt = (2x +1)dx 6

M not

tr Ut =tn =t'

Il Pentru Iur(x)-u’(x)dx folosim Itrdt: +C, unde t" provine din: sau
r+1 1 not

_:t—n :tr

Exemplu: IeX\/eX +3dx = %(eX +3)Ve* +3+C;
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1 1+l
t=e"+3 : 2
:Ilzjﬁdtzjtzdtzt _ 2+,
dt =e*dx 1.4 3
2
NI Pentru  [a'®.u'(x)dx  folosim  [a'dt= 2 c
Ina
, x2-3x+2
Exemplu: ISX “¥2(2x - 3)dx = +C;
In5
t=x"-3x+2 ‘
ol =[5 -S> ¢
dt = (2x —3)dx In5
. 1
IV Pentru j— u’(x)dx  folosim j—dt =Injt|+C
(X) t
Exemplu: Ide = In‘2x4 +3x? +5‘+C;
2x* +3x% +5
t=2x*+3x*+5

1
=1, =|=dt=Ihit|+C
dt:(8x3+6x)dx} ' It +C,

TABEL DE INTEGRALE NEDEFINITE

Daca ¢:1—R este o functie derivabila, cu derivatad continua, atunci avem urmatorul tabel de

primitive:

n+1
" (x) C

L | Jo" (99 (9dx==—

neN

2 j 2 (X)@'(X)dx = 2", ¢ aeR\{-1},0(1)=(0,)
a+l
3 | Ja™g'(x)dx = "’I‘:: +C aeR \{1}
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4 j A )dx In| o) |+C ()20, (V)xel
@'(X) p(x)-a
5| [ 00" 2 £ g C o(X)£2a, (V)xel, az0
@'(X) @(X)
dx = —arct 2 724C
0 J‘(pz(x)+a2 a9 g a0

7 | [sin p(x)¢'(x)dx = —cosp(x) +C

8 | [cosp(x)g’(x)dx =sin p(x) +C

9 Iﬁdx tgp(x) +C (p(x)e{(2k+1)%|k eZ}, (V)xel
10 fsmgp (gozx) dx = —ctge(x) +C e(X)e{knlk €Z}, (V)xel
11 | J19(@0))p' (x)dx = ~Infcos p(x)|+ C (p(x)g{(2k+l)%|k ez}, (V)xel
12 ICtg(gp(X))gp’(X)dX =1In |sin go(x)| +C (p(X)é{kn|k eZ}, (V)xel
13| [ p)dx [(o(x) +Jp?(x) +a? ]+c as)
Joi(x)+a’

’ (1) = (-»,-a)

4] | J(‘% n[p(x) + J? (0 —a7| + C 250/ sau
o(1) < (a,)
15| | \/%dx arcsin —— ¢( ) a0, o(1) < (-a,a).
Aplicatii:

| ) jsin3 XCOS XdX ;
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In*x

IIa)IJQ_I_

1
b dx;
) J‘(arcsin X)2V1— X "

I1a) [2°dx;
b) j x%e* dx ;

v a).[lﬂdx
X

1
C)I X(1+In x) dx

An scolar 2020-2021
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Breviar Teoretic: Integrarea functiilor rationale

Definitie: Functiile rationale simple sunt de forma:

11 1 1  AX+B . 1 = Ax+B

x+a ax+b’ (x+a)' 'ax2+bx+c'ax2+bx+c'(xz+32)” ’(axz +bx+c)n

definite pe domeniile lor maxime.

l. 1)J. J‘de Injx+a|+C
x+a

X+a
1 ax+b 1
2 =— Xx==I bj+C
)Jax+b -[ ax+b a n|ax+ |+
Exemplu:

dx:j@dx: In|x+3+C

[rrtad
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! i ro (xva)™ -1 1
. 1 dx=|(x+a) -(x+a)dx=———+C= . +C
)-(x+a)" j( )" (xra) -n+1 n-1 (x+a)™
. ’ —n+1
2) %dx=lj(ax+b)“*1-(ax+b)dx:1-M+C:
J (ax+b) a a -n+l
-1 1
= . C
a(n-1) (ax+b)" "
Exemplu:
7 B ! 5 . (x+3)°" __Z. 1
j(x+3)5dx_7j(x+3)(x+3) dx=7"—"—+C=—, iy
1
. 1= —————dx, unde a»0.
ax” +bx+c
Caz 1) A:O:>ax2+bx+c:a(x—x1)2:|:gj(x_lx 2dx:g-x:lx +C (formula 111. 1))
1 1

b) A
Caz2) A>0=ax’ +bx+c= a{(x + —J - (forma canonica)

I |

2a 4a’®
X+ LR
1 2a 1 1 2a 2a
=1== ~dx = In +C =
a bV (JA a _ A b \/Z‘
xi+ | | X2 2-— X+ —+—
( 2aj 2a 2a 2a 2a
b A
1. 1" 2a 2a
= In +C
JA b A
X4+—+——
2a 2a

Caz 3) A <0 =din forma canonica
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X+ — b
1 2a 1 1 X a 1 2ax+b
== dx == arct +C = arct +C
a-[ b 2 [— A 2 a +—A g V=A V=A g V—A
X+— | +
( 2aj 2a 2a 2a

Observatie: Tn cazul 2) avem: A >0=>ax’ +bx+c=a(x—x x—x,)=

1 1[A B
+

J (se foloseste formula 1.1))
X=X, X—X,

Exemplu:

1 1 - 1
1. ——dx= dx=[(x+D)?(x+1) dx=———+C
J‘x2+2x+1 -[(x+1)2 -[( ) (D) X+1

A=2-41.1=A=0

2 [ dx== i——dx_—(|n|x 1- In|x+3|)+C—4In: L
+

5 +C
X°+2X-3 47 x-1 x+3

A=2?-4.1.(-3)=>A=16>0= X, =1LX, =-3=X* +2x—3=(x+3)(x-1)

1 A N B
x+3)(x-1) x+3 x-1

—1=A(X-1)+B(x+3)=1=x(A+B)+3B—-A

1
A+B=0 A=-B A== 1 1 1 11
= = S S 4o _
~-A+3B=1 |-(-B)+3B=1 .l T (x+3)(x-1)  4(x+3) 4(x-1)
4

X+—
5 1 1 2 10 2x+1
3. | ———dx=5|—————dx=5-—arctg—=+C = arct +C
Ix2+x+3 I(X+1)2+“ Vi1 : Vi1 Vi1 : 11
2 4 2 2

A=1"-4.1.3=>A=-11<0
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!

IV. Se stie ca (ax® +bx+c) =2ax+b=

B 2aB 2aB
Ax+ B x+Z A 2aX+ —— A 2ax+b+T—b
J.Z—dXZAJ.Z—dXZ_J‘Z—dXZ_ 2 dX:
ax‘ +bx+c ax® +bx+c 2aJ ax® +bx+c 2a ax® +bx+c
2aB_ '
A 2ax+b At A A ((ax?+bx+c) . A (2aB
= — 2—dX+— 2— - 2 dX " __b M
2aJ ax® +bx+c 2aJ ax® +bx+c 2aJ ax“ +bx+c 2a
-I%dx:iln‘ax2+bx+c‘+ZaB_Ab-I ; 1 dx , unde
ax” +bx+c 2a 2a ax” +bx+c
1 .
J= J Z—dx se calculeaza cu formula I11.
ax‘ +bx+c
Aplicatii:
1. idx
x-1
2 I 1 dx
2X+3
3 idx
3-Xx
1
4 dx
J.(x+2)2
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Breviar Teoretic: Integrala definita

Fie | un interval si doua numere a,bel. Fie F:l1 — %R o primitivd a functiei continue f:l —R. Se

numeste integrala definitd (sau integrald) a functiei f de la a la b numarul real notat prin relatia:

b
J' f(x)dx = F(x) |2= F(b) — F(a) (formula lui Leibniz —~Newton ). Exemple:

2 2 2 212
1. I(x—l)dx:fxdx—fldx =X7
1 1 1

. 2 2
r 1t L 0 1 1 T o 11 2
2. J'xe‘xdx=—xe‘X —I—e‘xdx=—(1~e‘ -0-e")-e" :———(e‘ —-e ):————+1=1——
0 o 7 0 e e e e
Se realizeaza schema:
f(x)=x \ f'(x)=1
g(x)=e* g(x)=—-e"
3.I=I|n—xdx
1 X
t=hx Dacax=1=t=Ih1=t=0 L 2 12 02 1
1 =1=|tdt=—| =—-—==
dt = =dx x=e=>t=he=t=1 0 2, 2 2 2
X
1 1 1 1 1 1
4, | =| ——dx=| ————dx=Ih{x=3] —=Ih|x=2| =(n|-2|-In|-3)-(n|-1—-In|—-2
e merrs s g = nhd, k2, = (-2 -n- 9 (o4 -nl-2)

=In2—|n3—|n1+|n2=In2=lnf.
3 3

A=5"-4.16=>A=1>0=x=2;X, =3 =X’ +2Xx—3=(Xx-3)(x-2)

1 A N B
(x=3)(x-2) x-3 x-2

—1=A(X-2)+B(x-3)=1=x(A+B)—2A—3B

A+B=0 A=-B A=1 1 1 1
= = = = -
-2A-3B=1 -2(-B)-3B=1 B=-1 (x-3)(x-2) x-3 x-2
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Aplicatii:

1.S4a se calculeze integralele:

a)

b)

c)

d)

5
L (x —5)7 dx
b
J; 2x(x2 —~1)%dx
1
jo (e* —1)°e*dx

I:(x+3)exdx

rz v1+1Inx

€ X
J“Z e><+3 dx
-3
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